Capitulo 7

ANALISIS DE
CORRESPONDENCIAS

7.1 INTRODUCCION

El andlisis de correspondencias es una técnica descriptiva para representar tablas de contin-
gencia, es decir, tablas donde recogemos las frecuencias de aparicién de dos o més variables
cualitativas en un conjunto de elementos. Constituye el equivalente de componentes princi-
pales y coordenadas principales para variables cualitativas. La informacién de partida ahora
es una matriz de dimensiones I X .J, que representa las frecuencias absolutas observadas
de dos variables cualitativas en n elementos. La primera variable se representa por filas, y
suponemos que toma [ valores posibles, y la segunda se representa por columnas, y toma
J valores posibles. Por ejemplo, la tabla 7.1 presenta la clasificacion de n = 5387 escolares
escoceses por el color de sus ojos, que tiene cuatro categorias posibles y I = 4, y el color
de su cabello, que tiene cinco categorias posibles y J = 5. Esta tabla tiene interés histérico
ya que fué utilizada por Fisher en 1940 para ilustrar un método de andlisis de tablas de
contingencia que estd muy relacionado con el que aqui presentamos.

En general, una tabla de contingencia es un conjunto de mimeros positivos dispuestos
en una matriz, donde el nimero en cada casilla representa la frecuencia absoluta observada
para esa combinacién de las dos variables.

Una manera de llegar a una tabla de contingencia I x J es definir I variables binarias para

Color del pelo
C. ojos  rubio pelirrojo castano oscuro negro total
claros 688 116 584 188 4 1580
azules 326 38 241 110 3 718
castanos 343 84 909 412 26 1774
oscuros 98 48 403 618 85 1315
total 1455 286 2137 1391 118 5387

Tabla 7.1: Tabla de Contingencia del color de los ojos y el color del pelo de escolares escoceses.
Recogida por Fisher en 1940
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las categorfas de las filas y J para las de las columnas y diponer estas variables en matrices
X, para las filas y X, para las columnas. Por ejemplo, la matriz X, para la variable color de
los ojos contendra 4 variables en columnas correspondientes a las 4 categorfas consideradas
para indicar el color de ojos, y en cada fila sélo una columna tomard el valor uno, la que
corresponda al color de ojos de la persona. La matriz tendra 5387 filas correpondientes a las
personas incluidas en la muestra. Por tanto, la matriz X, de dimensiones 5387 x 4 serd de
la forma:

S =
o O
o O
i)

0001

0100

donde hemos tamado las categorias para el color de ojos en el mismo orden que aparecen en las
filas de la tabla 7.1. Por ejemplo, el primer dato corresponde a una persona de ojos claros, ya
que tiene un uno en la primera columna. El segundo dato tiene un uno en la cuarta categoria,
que corresponde a ojos oscuros. Finalmente, el tiltimo elemento de la matriz corresponde a
una persona de ojos azules. De la misma forma, la matriz X, tendrd dimensiones 5387 x 5 y
las columnas indicarén el color del cabello de cada persona. Observemos que estas matrices X
de variables binarias tienen tantas columnas como categorfas y sus variables son linealmente
dependientes, ya que siempre la suma de los valores de una fila es uno, al ser las categorias
excluyentes y exhaustivas. Al realizar el producto X,X; sumaremos todas las personas que
tienen cada par de caracteristicas y se obtiene la tabla de contingencia.

El anélisis de correspondencias es un procedimiento para resumir la informacién contenida
en una tabla de contingencia. Puede interpretarse de dos formas equivalentes. La primera,
como una manera de representar las variables en un espacio de dimensién menor, de forma
andloga a componentes principales, pero definiendo la distancia entre los puntos de manera
coherente con la interpretacién de los datos y en lugar de utilizar la distancia euclidea
utilizamos la distancia ji-cuadrado. Desde este enfoque, el andlisis de correspondencias es el
equivalente de componentes principales para datos cualitativos. La segunda interpretacion
estd mas préxima al escalado multidimensional: es un procedimiento objetivo de asignar
valores numéricos a variables cualitativas. Vamos a analizar estos dos aspectos.

7.2 BUSQUEDA DE LA MEJOR PROYECCION

En adelante trabajaremos con la matriz F' de frecuencias relativas obtenida dividiendo cada
casilla por n, el total de elementos observados. Llamaremos f;; a las frecuencias relativas
que verifican

1 J

XD fy=1

i=1 j=1

La matriz F puede considerarse por filas o por columnas. Cualquier andlisis 16gico de esta
matriz debe de ser equivalente al aplicado a su transpuesta, ya que la eleccién de la variable
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Sobre. | Not. | Aprob. | Sus. | Total

Zona A | 0,03 | 0,06 0,15 |006 | 0,3

Zona B | 0,07 | 0,14 0,35 0,14 0,7
Total 0,1 0,2 0,5 0,2 1

Tabla 7.2: Clasificacién de estudiantes por zona geogréfica y calificacién obtenida

que se coloca en filas, en lugar de en columnas, es arbitraria, y no debe influir en el anélisis.
Vamos a presentar primero el andlisis por filas de esta matriz, que serd simétrico al andlisis
por columnas, que estudiaremos a continuacion.

7.2.1 Proyeccién de las Filas

Vamos a analizar la matriz de frecuencias relativas, F, por filas. Entonces las [ filas pueden
tomarse como I puntos en el espacio /. Vamos a buscar una representacién de estos [
puntos en un espacio de dimensién menor que nos permita apreciar sus distancias relativas.
El objetivo es el mismo que con componentes principales, pero ahora tendremos en cuenta
las peculiaridades de este tipo de datos. Estas peculiaridades provienen de que la frecuencia
relativa de cada fila es distinta, lo que implica que:

(1) Todos las filas (puntos en R’) no tienen el mismo peso, ya que algunas continen més
datos que otras. Al representar el conjunto de las filas (puntos) debemos dar mas peso a
aquellas filas que contienen més datos.

(2) La distancia euclidea entre puntos no es una buena medida de su proximidad y
debemos modificar esta distancia, como veremos a continuacién.

Comenzando con el primer punto, cada fila de la matriz F tiene una frecuencia relativa
fi= Z}]:1 fij, y el conjunto de estas frecuencias relativas se calcula con:

f=F1

debemos dar a cada fila un peso proporcional a su frecuencia relativa y los términos del
vector f pueden directamente considerarse como pesos, ya que son nimeros positivos que
suman uno.

Con relacién a la medida de distancia a utilizar entre las filas, observemos que la dis-
tancia euclidea no es una buena medida de las diferencias reales entre las estructuras de las
filas. Por ejemplo, supongamos la tabla 7.2 donde se presentan las frecuencias relativas de
estudiantes clasificados por su procedencia geogréfica, (A 6 B) y sus calificaciones. Aunque
las frecuencias relativas de las dos filas son muy distintas, las dos filas tienen exactamente la
misma estructura relativa: simplemente, hay més del doble de estudiantes de la zona B que
de la A, pero la distribucién de calificaciones es idéntica en ambas zonas. Si calculamos la
distancia euclidea entre las zonas obtendremos un valor alto, que no refleja una estructura
distinta de las filas sino s6lo que tienen distinta frecuencia relativa. Suponganos que dividi-
mos cada casilla por la frecuencia relativa de la fila, f;. Con esto se obtiene la tabla 7.3
donde los mimeros que aparecen en las filas representan la frecuencia relativa de la variable
columna condicionada a la variable fila. Ahora las dos filas son idénticas, y esto es coherente
con una distancia euclidea cero entre ambas.



204 CAPITULO 7. ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS

Sobre. | Not. | Aprob. | Sus. | Total
ZonaA| 01 [02] 05 |02] 1
ZonaB| 01 |02 ] 05 |02] 1

Tabla 7.3: Clasificacién de estudiantes por zona geogréfica y calificacién obtenida

Color del cabello
C. ojos rubio pelirrojo castano oscuro negro total
claros 0.435 0.073 0.369 0.119  0.003 1
azules 0.454 0.053 0.336 0.153 0.004 1
castanos 0.193 0.047 0.512 0.232 0.015 1
oscuros  0.075 0.037 0.307 0.518  0.065 1

Tabla 7.4: Tabla de frecuencias relativas del color del cabello condicionada al color de los
ojos para los escolares escoceses

Para analizar que medida de distancia debemos utilizar, llamaremos R a la matriz de
frecuencias relativas condicionadas al total de la fila, que se obtiene con:

R=D,;'F (7.1)

donde Dy es una matriz diagonal I x I con los términos del vector f, f;, frecuencias rela-
tivas de las filas, en la diagonal principal. Esta operacién transforma la matriz original de
frecuencias relativas, F', en otra matriz cuyas casillas por filas suman uno. Cada fila de esta
matriz representa la distribucién de la variable en columnas condicionada al atributo que
representa la fila. Por ejemplo, la tabla 7.4 presenta las frecuencias relativas condicionadas
para la tabla 7.1. En este caso I =4, J = 5. Esta tabla permite apreciar mejor la asociacion
entre las caracteristicas estudiadas.

Llamaremos r; a la fila i de la matriz R de frecuencias relativas condicionadas por
filas, que puede considerarse un punto (o un vector) en el espacio ®/. Como la suma de los
componentes de r’, es uno, todos los puntos estén en un espacio de dimensién J—1. Queremos
proyectar estos puntos en un espacio de dimensién menor de manera que las filas que tengan
la misma estructura estén proximas, y las que tengan una estructura muy diferente, alejadas.
Para ello, debemos definir una medida de distancia entre dos filas r,, r,. Una posibilidad es
utilizar la distancia euclidea, pero esta distancia tiene el inconveniente de tratar igual a todos
los componentes de estos vectores. Por ejemplo, en la tabla 7.1 las personas de cabello rubio
tienen una diferencia en frecuencia relativa entre los ojos azules y claros de 0,454-0,435=
0,019, y las personas de cabello negro tienen un diferencia en frecuencia relativa entre los
ojos castanos y azules de 0,015 - 0,004=0,011. Hay una diferencia mayor en el primer caso
que en el segundo y, sin embargo, intuitivamente vemos que la segunda diferencia es mayor
que la primera. La razén es que en el primer caso el cambio relativo es pequeno, del orden
del 4% ( 0,019/0,454), mientras que en el segundo caso el cambio relativo es muy grande:
las personas de cabello negro tienen ojos castanos casi cuatro veces mas frecuentemente (
0,015/0,004=3,75 veces) que ojos azules. Como los componentes representan frecuencias
relativas, no parece adecuado que una diferencia de 0,01 se considere igual en un atributo
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de alta frecuencia (por ejemplo, pasar de 0,60 a 0,61) que en un atributo de baja frecuencia
(por ejemplo, pasar de 0,0001 a 0,0101).

Para obtener comparaciones razonables entre estas frecuencias relativas tenemos que
tener en cuenta la frecuencia relativa de aparicién del atributo que estudiamos. En atributos
raros, pequenas diferencias absolutas pueden ser grandes diferencias relativas, mientras que
en atributos con gran frecuencia, la misma diferencia serd poco importante. Una manera
intuitiva de construir las comparaciones es ponderar las diferencias en frecuencia relativa
entre dos atributos inversamente proporcional a la frecuencia de este atributo. Es decir, en
lugar de sumar los términos (ro; — r4;)* = (fa;/fa. — fo5/f5.)* que miden la diferencia que las
filas a y b tienen en la columna j sumaremos los términos (r,; —1;)?/ f; donde f; = Zi]:l fij
es la frecuencia relativa de la columna j . La expresion de la distancia entre dos filas, r, y
r, de R vendrd dada en esta métrica por

2 o 4 faj fb] ! Taj Tb_]
D*(rg,1p) = Y (5% - =y (7.2)

j=1 fa. b. =1
que puede escribirse matricialmente como
D?*(rq, 1) = (v —13)'D (r, — 1) (7.3)

donde D, es una matrlz diagonal con términos f;. A la distancia (7.2) 6 (7.3) se la conoce
como distancia y?, y se analizard con més detalle en la seccién siguiente.

Observemos que estd distancia equivale a la distancia euclidea entre los vectores trans-
formados y; = D¢ 1 °r;. Podemos pues simplificar el problema definiendo una matriz de
datos transformada, sobre la que tiene sentido considerar la distancia euclidea entre filas.
Llamando:

Y=RD,"?=D,;'FD,"? (7.4)

obtenemos una matriz Y que contiene términos del tipo

fzg
yij_{fzflm} (7.5)

que ya no suman uno ni por filas ni por columnas. Las casillas de esta matriz representan las
frecuencias relativas condicionadas por filas, fi;/fi., pero estandarizadas por su variabilidad,
que depende de la rafz cuadrada de la frecuencia relativa de la columna. De esta manera
las casillas son directamente comparables entre si. La tabla 7.5 indica esta matriz resultado
de estandarizar las frecuencias relativas de la tabla 7.1 dividiendo cada casilla por la raiz

cuadrada de la frecuencia relativa de la columna correspondiente, que se obtiene de la tabla
7.1. Por ejemplo, el primer elemento de la tabla 7.5 se obtiene como 0.435/+/(1455/5387) =
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837 316 .587 .235 .015
873 .228 .536  .301 .029
374,205 815 .455 .095
147 0161 .484  1.022 .440

Tabla 7.5: Matriz estandarizada por fila y por variabilidad del color de los ojos y el color del
pelo de escolares

0.0114. En esta tabla la estructura de las columnas es similar a la de la tabla 7.1 de
frecuencias relativas, ya que hemos dividido todas las casillas de cada columna por la misma
cantidad.

Podriamos tratar a esta matriz como una matriz de datos estdndar, con observaciones en
filas y variables en columnas, y preguntarnos como proyectarla de manera que se preserven
las distancias relativas entre las filas, es decir, las filas con estructura similar aparezcan
proximas en la proyeccién. Esto implica encontrar una direccién a de norma unidad,

a'a=1 (7.6)

tal que el vector de puntos proyectados sobre esta direccion,

yp(a) =Y a (7.7)

tenga variabilidad maxima. El vector a se encontrard maximizando y,(a)y,(a) = a'Y'Y a
con la condicién (7.6), y este problema se ha resuelto en el capitulo 5 al estudiar componentes
principales: el vector a es un vector propio de la matriz Y'Y. Sin embargo, este tratamiento
de la matriz Y como una matriz de variables continuas no es del todo correcto porque las filas
tienen una distinta frecuencia relativa, f;, y por tanto deben tener distinto peso. Aquellas
filas con mayor frecuencia relativa deben de tener més peso en la representacién que aquellas
otras con frecuencia relativa muy baja, de manera que las filas con gran nimero de individuos
estén bien representadas, aunque esto sea a costa de representar peor las filas con pocos
elementos. En consecuencia, daremos a cada fila un peso proporcional al nimero de datos
que contiene. Esto puede hacerse maximizando la suma de cuadrados ponderada.

m=aYD;Ya (7.8)
sujeto a (7.6), que equivale a
m =a'D,*F'D;'FD;"” a, (7.9)
Alternativamente, podemos construir una matriz de datos Z definida por
Z =D, "*FD;'/? (7.10)

cuyos COIIlpOIlGIlteS son

L Jij
Z” {\/f?.f‘.j}
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y que estandariza las frecuencias relativas en cada casilla por el producto de las raices
cuadradas de las frecuancias relativas totales de la fila y la columna, y escribir el problema
de encontrar el vector a como el problema de maximizar m = a’ Z'Za sujeto a la restriccién
(7.6). Este es el problema resuelto en componentes principales, cuya solucién es

D, '’F'D;'FD,"%a =)\a (7.11)

y a debe ser un vector propio de la matriz Z'Z donde Z estd dado por (7.9) y A su valor
propio.

Vamos a comprobar que la matriz Z'Z tiene como mayor valor propio siempre el 1 y como
vector propio D2, Multiplicando por la izquierda en (7.11) por D, /256 obtiene:

D,'F'D;'F(D,"?a) =A(D,"a)

Las matrices D;lF y FD_! representan matrices de frecuencias relativas por filas y por
columnas y su suma por filas y columnas respectivamente es uno. Por tanto DJIIFl =1
y D7'F'1 = 1, que implica que la matriz DC*IF/D?F tiene un valor propio 1 unido a un
vector propio 1. En consecuencia, haciendo (Dc_l/ 2a) = 1 concluimos que la matriz Z'Z tiene

un valor propio igual a uno con vector propio D/,

Olvidando esta solucién trivial, que no da informacién sobre la estructura de las filas,
tomaremos el valor propio mayor menor que la unidad y su vector propio asociado a. En-
tonces, proyectando la matriz Y sobre la direccién a encontrada:

ys(a) = Ya=D;'FD,"’a (7.12)

y el vector ys(a) es la mejor representacién de las filas de la tabla de contingencia en una
dimensién. Andlogamente, si extraemos el vector propio ligado al siguiente mayor valor
propio obtenemos una segunda coordenada y podemos representar las filas en un espacio de
dimensién dos. Las coordenadas de la representacién de cada fila vendrdn dadas por las filas
de la matriz

C;=YA,=D,'FD_'?A,

donde A, = [a,a,] contiene en columnas los dos vectores propios Z'Z. La matriz C;y es I x 2
y las dos coordenadas de cada fila proporcionan la mejor representacion de las filas de la
matriz F en un espacio de dos dimensiones. El procedimiento se extiende sin dificultad para
representaciones en mas dimensiones, calculando vectores propios adicionales de la matriz
7'7.

En resumen el procedimiento que hemos presentado para buscar una buena representacion
de las filas de la tabla de contingencia es:

(1) Caracterizar las filas por sus frecuencias relativas condicionadas, y considerarlas como
puntos en el espacio.

(2) Definir la distancia entre los puntos por la distancia x?, que tiene en cuenta que cada
coordenada de las filas tiene distinta precisién.
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(3) Proyectar los puntos sobre las direcciénes de maxima variabilidad, teniendo en cuenta
que cada fila tiene un peso distinto e igual a su frecuencia relativa.

El procedimiento operativo para obtener la mejor representacién bidimensional de las
filas de la tabla de contingencia es:

(1) Calcular la matriz Z'Z y obtener sus vectores y valores propios.

(2) Tomar los dos vectores propios, aj, as, ligados a los mayores valores propios menores
que la unidad de esta matriz.

(3) Calcular las proyecciones DJT]‘FD;l/ %2a;, i = 1,2, y representarlas gréficamente en un
espacio bidimensional.

Ejemplo 7.1 Aplicaremos este andlisis a la matriz de la tabla 7.1. La matriz de frecuencias
relativas estandarizada por filas, R, se presenta en la tabla 7.4.

La variable transformada, Y, se calcula como

1455
286
Y=RD, V2= R(Ké? 2137 )2
1391

118
dando lugar a

837 .316 .587 .235 .015
873 .228 .536 .301 .029
374205 .815 .455  .095
147 0161 .484  1.022 .440

Esta matriz puede interpretarse como una matriz de datos donde por filas tenemos ob-
servaciones y por columnas variables. Para obtener la mejor representacién de las filas en
un espacio de dimensién dos, vamos a obtener los vectores propios de la matriz YD;Y. Los
tres primeros valores y vectores propios de esta matriz se presentan en la tabla siguiente por
filas:

valor propio vector propio

1 -0.5197 -0.2304 -0.6298 -0.5081 -0.1480
0.1992 -0.6334 -0.1204 -0.0593 0.6702 0.3629
0.0301 -0.5209 -0.0641 0.7564 -0.3045 -0.2444

Los otros dos valores propios de esta matriz son 0,0009 0,0000. La proyeccion de los
puntos sobre el espacio definido por los valores propios .1992 y .0301 se presenta en la figura
7.1

El eje de abscisas contiene la primera dimensién que explica el .1992/( .1992+ .0301+.0009)=.8653.
Vemos que se separan claramente los ojos claros y azules frente a castanos y oscuros. La
primera dimensién es pues claro frente a oscuro. La segunda dimensién separa las carac-
teristicas puras, ojos claros o azules y negros, frente a la mezclada, castanos.

Ejemplo 7.2 En un estudio de mercado 4 evaluadores han indicado que caracteristicas con-
sideran importantes en un tipo de producto. El resultado es la matriz F donde en columnas
se representan los evaluadores y en filas los productos.
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Figura 7.1: Proyeccién de las filas de la matriz de los colores de ojos y pelo sobre el mejor
espacio de dimensién 2.

1 2 3 4

cc|0 0 1 0
|1 1 0 0

F= ¢330 1 0 1
|0 0 0 1
|0 1 0 0
|1 1 1 0

Esta matriz es una tabla de contingencia muy simple donde las frecuencias posibles son
cero o uno. La matriz Z es

[0 0 707 0

5 35 0 0
z_ |0 35 0 50

0o 0 0 .707

0 5 0 0

| 408 289 408 0 |

y los valores propios de Z'Z son (1, 0.75, 0.50, 0.17). El vector propio asociado al mayor valor
propio menor que uno es v = (0.27,0,0.53, —0.80). La proyeccion de las filas de Y sobre las
dos direcciones principales conduce a la figura 7.2

Se observa que las caracteristicas mds préximas son la 2 y la 5. Las elecciones de los evalu-
adores parecen ser debidas a dos dimensiones. La primera explica el 0,75/(0,7540,50+0,17)=52,83%
de la variabilidad y la segunda el 35%. La primera dimensién tiene en cuenta las similitudes
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Figura 7.2: Proyeccion de las caracteristicas de los productos

aparentes por las elecciones de las personas: las caracteristicas ¢3 y c4 son elegidas por la
misma persona y por nadie mds, por lo que estas caracteristicas aparecen juntas en un ex-
tremo. En el lado opuesto aparecen la cl y c6, que son elegidas por la misma persona, y las
c2 y ¢b que son elegidas por personas que también eligen la c6. En la segunda dimensién las
caracterfsticas extremas son las cl y c2.

7.2.2 Proyeccién de las columnas

Podemos aplicar a las columnas de la matriz F un analisis equivalente al de las filas. Las
columnas serdn ahora puntos en /. Llamando

c=F1

al vector de frecuencias relativas de las columnas y D, a la matriz diagonal que contiene
estas frecuencias relativas en la diagonal principal, de acuerdo con la seccién anterior la
mejor representacién de los J puntos (columnas) en un espacio de dimensién menor, con la
métrica x? conducird, por simetrfa, a estudiar la matriz D 'F’ D;l/ ?. Observemos que, si
ahora consideramos la matriz F’ y volvemos al problema de representarla por filas (que es
equivalente a representar F por columnas), el problema es idéntico al que hemos resuelto en
la seccién anterior. Ahora la matriz que contiene las frecuencias relativas de las filas F' es
D. y la que contiene la de las columnas es Dy. Intercambiando el papel de estas matrices,

las direcciones de proyeccion son los vectores propios de la matriz
—1/2 - —1/2
Z 7' =D;"’FD;'F'D;" (7.13)

donde Z es la matriz I x J definida por (7.10). Como Z'Z y ZZ' tienen los mismos valores
propios no nulos, esa matriz tendra también un valor propio unidad ligado al vector propio
1. Esta solucién trivial no se considera. Llamando b al vector propio ligado al mayor valor
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propio distinto de la unidad de ZZ', la mejor representacién de las columnas de la matriz en
un espacio de dimensién uno vendra dada por

ye(b)=Y'b=D;'F'D;"*b (7.14)

y, andlogamente, la mejor representacion en dimensiéon dos de las columnas de la matriz
vendrd dada por las coordenadas definidas por las filas de la matriz

C.=Y'B; = D;'F'D;'”’B,

donde B, = [b,b,] contiene en columnas los dos vectores propios ligados a los valores propios
mayores de ZZ' y menores que la unidad. La matriz C. es J x 2 y cada fila es la mejor
representacién de las columnas de la matriz F en un espacio de dos dimensiones.

7.2.3 Analisis Conjunto

Dada la simetria del problema conviene representar conjuntamente las filas y las columnas
de la matriz. Observemos que las matrices Z' Z y Z Z’ tienen los mismos valores propios no
nulos y que los vectores propios de ambas matrices que corresponden al mismo valor propio
estan relacionados. En efecto, si a; es un vector propio de Z'Z ligado al valor propio \; :

Z’Zai = )\iai

entonces, multiplicando por Z

y obtenemos que b; = Za; es un vector propio de ZZ' ligado al valor propio );. Una manera
rapida de obtener estos vectores propios es calcular directamente los vectores propios de la
matriz de dimensién més pequena, Z'Z o ZZ', y obtener los otros vectores propios como
Za; o Z'b;. Alternativamente podemos utilizar la descomposicién en valores singulares de la
matriz Z o Z', estudiada al introducir los biplots en el capitulo anterior. Esta descomposicion
aplicada a Z es

Z=B,D,A=Y \'ba

i=1

donde B, contiene en columnas los vectores propios de ZZ', A, los de Z'Z y D, es digonal y
contiene los valores singulares, )\; / 2, o raices de los valores propios no nulos y r = min(7, J).
Entonces la representacion de las filas se obtiene con (7.12) y la de las columnas con (7.14).
La representacién de la matriz Z con h dimensiones (habitualmente h = 2) implica aproximar
esta matriz mediante Zj, = B;D,A}. Esto es equivalente, por (7.10), a una aproximacién a
la tabla de contingencia observada mediante:

F,=D}’Z,D!?, (7.15)
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y una forma de juzgar la aproximacién que estamos utilizando es reconstruir la tabla de
contingencia con esta expresion.

Si deseamos eliminar el valor propio unidad desde el principio, dado que no aparta in-
formacion de interés, podemos reemplazar la matriz F por F—F,. , donde F, es la matriz de
frecuencias esperadas que viene dada por

F, = lrc/.
n
Puede comprobarse que la matriz F—f‘e tiene rango r — 1, y ya no tiene el valor propio igual
a la unidad.

La proporcién de variabilidad explicada por cada dimensién se calcula como en com-
ponentes principales descartando el valor propio igual a uno y tomando la proporciéon que
representa cada valor propio con relacién al resto.

En resumen, el anélisis de correspondencias de una tabla de contingencia de dimensiones
I x J se realiza en los pasos siguientes

(1) Se calcula la tabla de frecuencias relativas, F.

(1) Se calcula la tabla estandarizada Z, de frecuencias relativas las mismas dimensiones
de la tabla original, I x J, dividiendo cada celda de F por la raiz de los totales de su fila y
columna, z;; = {fij/\ /fi.f,j} )

(2) Se calculan los h (normalmente h = 2) vectores propios ligados a valores propios
mayores, pero distintos de la unidad, de las matriz de menor dimensién de las ZZ' y Z'Z. Si
obtenemos lo vectores propios a; de Z'Z, los b; de ZZ' se obtienen por b; = Za;. Analoga-
mente si se obtienen los b; de ZZ' a, = Z'b,. Las I filas de la matriz se presentardn como
I puntos en R" y las coordenadas de cada fila vienen dadas por

-1/2
C; =D;"’zZA,

donde A, tiene en columnas los dos vectores propios de Z’'Z. Las J columnas se representarin
como J puntos en R y las coordenadas de cada columna son

C.=D,'*Z'B,

Ejemplo 7.3 Vamos a representar conjuntamente las filas y las columnas de la matriz de
los colores. La figura 7.3 presenta esta representacion. Se observa que el grifico describe de
manera clara la relacion entre ambas variables. La dimension principal gradia la tonalidad
de claro a oscuro y la seqgunda separa los castanos de los casos mds extremos.

Es importante calcular conjuntamente los vectores propios para evitar problemas de sig-
nos, ya sea calculando los vectores propios de una matriz y obteniendo los otros como producto
por la matriz Z o bien a través de la descomposicion en valores singulares. La razon es que
st v es un vector propio también lo es -v y al calcular separadamente las coordenadas y su-
perponerlas podemos obtener un resultado como el que se presenta en la figura 7.4 . En esta
figura se han calculado separadamente las dos representaciones y luego se han superpuesto.
El lector puede comprobar que si cambiamos de signo las coordenadas del eje de ordenadas
se obtiene la representacion de la figura (7.8). Estos problemas de signos se evitan calculado
los vectores conjuntamente.
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Figura 7.3: Representacién de los colores de ojos y cabello para los escolares escoceses.

Figura 7.4:
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7.3 LA DISTANCIA JI-CUADRADO

El contraste de independencia entre las variables fila y columna en una tabla de contingencia
I x J se realiza con la estadistico

. 2
Y2 _ Z (fr. observadas - fr. esperadas)

fr. esperadas

que, en la hipétesis de independencia, sigue una distribucién x? con (I — 1) x (J — 1) grados
de libertad. De acuerdo con la notacién anterior, la frecuencia esperada en cada celda de la
fila i, suponiendo independencia de filas y columnas, se obtendra repartiendo el total de la
fila, nf;, porporcionalmente a la frecuencia relativa de cada columna, f;. Por ejemplo, la
frecuencia esperada de la primera casilla de la tabla 5.1 se obtendrda multiplicando el nimero
total de elementos de la fila, 1580, por la proporcién de personas rubias sobre el total,
1455/5387. Por tanto, el estadistico X? para contrastar la independencia puede escribirse:

I J

ZZ nfljnfzn.fz.f) (716)

=1 j=1

donde f; = Zj:l fi; es la frecuencia relativa de la filaiy f; = 21‘121 fi; la de columna j.
Como

(nfij — nfi.f.j)2 _ nfi. (fij — fi.f.j)2
nfif; [ fi2

la expresién del estadistico X? puede también escribirse como :

—anz Z 1P (717)

En esta representacion la distribucién condicionada de las frecuencias relativas de cada

fila, {h} , se compara con la distribucién media de las filas {f;}, y cada coordenada se

pondera inversamente a la frecuencia relativa que existe en esa columna. Se suman luego
todas las filas, pero dando a cada fila un peso tanto mayor cuanto mayor es su frecuencia,

Vamos a ver que esta representacién es equivalente a calcular las distancias entre los
vectores de la matriz de frecuencias relativas por filas, R , definida en (7.1) si medimos la
distancia con la métrica x?. Consideremos los vectores r} , filas de la matriz R . La media
de estos vectores es

donde los w; son coeficientes de ponderacion. La media aritmética se obtiene con w; = 1,
dando a todas las filas el mismo peso. Sin embargo, en este caso esta poderaciéon no es
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conveniente, porque debemos dar mas peso a las filas que contengan més datos. Podemos
ponderar por la frecuencia relativa de cada fila, w; = f;, y entonces > w; = >_ f; = 1. Como
las frecuencias relativas de las filas vienen dadas por el vector columna D1, tenemos que

T=R'Ds1
y utilizando (7.1)
r=FD;'Dj1=F1=c

y el valor medio de las filas viene dado por el vector cuyos componentes son las frecuencias
relativas de las columnas. La distancia de cualquier vector de fila, r;, a su media, c, con la
métrica y? serd

(r; —c)D; (r; —c)

donde la matriz D! se obtuvo en (7.3) para construir la distancia x?. La suma de todas estas
distancias, ponderadas por su importancia, que se conoce como inercia total de la tabla, es

I
Ir = Z filr; —c)D(r; — )

y esta expresion puede escribirse como

I J f 2
=Y LY (f— _ f.j) 3
i—1 1.

J=1

y si comparamos con (7.17) vemos que la inercia total es igual a X?/n.

Se demuestra que la inercia total es la suma de los valores propios de la matriz Z'Z
eliminado el uno. Por tanto, el andlisis de las filas (o de las columnas ya que el problema es
simétrico) puede verse como una descomposicién de los componentes del estadistico X? en
sus fuentes de variacién.

La distancia x? tiene una propiedad importante que se conoce como el principio de equiv-
alencia distribucional. Esta propiedad es que si dos filas tienen la misma estructura relativa,
fi;/ fi. y las unimos en una nueva fila tinica, las distancias entre las restantes filas permanecen
invariables. Esta misma propiedad por simetria se aplica a las columnas. Esta propiedad
es importante, porque asegura una cierta invarianza del procedimiento ante agregaciones o
desagregaciones irrelevantes de las categorfas. Para demostrarlo, consideremos la distancia
x? entre las filasay b

J

S Supl
j=1 fa. fb. f]
es claro que esta distancia no se modifica si unimos dos filas en una, ya que esta unién no
va a afectar a las frecuencias f;;/f; ni tampoco a f;. Vamos a comprobar que si unimos

dos filas con la misma estructura la distancia de la nueva fila al resto es la misma que las
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de las filas originales. En efecto, supongamos que para las filas 1 y 2, se verifica que para
j=1,...J

Jy S
fi  fa !
entonces, si unimos estas dos filas en una nueva fila, se obtiene que, para la nueva fila
fij+fo 7
Ji+ fa ’

y su distancia a cualquier otra fila permanecerd invariable.
Esta propiedad garantiza que no perdemos nada al agregar categorfa homogéneas ni
podemos ganar nada por desagregar una categoria homogénea.

Ejemplo 7.4 Se han contabilizado los pesos y las alturas de 100 estudiantes universitarios
y se han formado 4 categorias tanto para el peso como para la altura. Para el peso, las
categorias se denotan P1, de 51 a 60 k., P2, de 61 a 70 k., P3, de 71 a 80 k. y P4, de 81 a
90 k. Para la altura se denotan Al, de 151 a 160 cm., A2, de 161 a 170 cm., A3, de 171 a
180 ecm. y A4, de 181 a 190 cm. La siguiente tabla de contingencia muestra las frecuencias
de cada grupo:

Peso/Altura A1 A2 A3 A

P1 5 8 3 0
P2 10 15 7 2
P3 2 7 17T 3
Pj o 2 3 6

Realizar proyecciones por filas, por columnas y conjunta de filas y columnas. Comprobar
como las proyecciones por filas y por columnas separan claramente las categorias, pero que
la proyeccion conjunta asocia claramente cada categoria de un peso con la de una altura.

Para la proyeccion por filas, la variable Y queda:

0.1110 0.0544 0.0211 O

0.0566 0.0780 0.0376 0.0177
0.0133 0.0427 0.1070 0.0312
0 0.0321 0.0498 0.1645

Los tres valores propios y vectores propios diferentes de uno de esta matriz son:

valor propio vector propio
0.3717 -0.6260 -0.1713 0.3673 0.6662
0.1401 -0.2974 -0.0064 0.6890 -0.6610

0.0261 0.4997 -0.8066 0.3007 0.0964
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La proyeccion por filas es:

0.06

217

0.041

0.02-

0.02}

0.04}

-0.06}

0.08

3 %

P1

3 *

P4

-0.1

0.05

Para las columnas, los tres valores propios y vectores propios diferentes de uno de esta matriz

son:

valor propio

vector propio

0.3717 -0.5945 -0.2216 0.3929 0.6656
0.1401 -0.2568 -0.0492 0.7034 -0.6609
0.0261 0.5662 -0.7801 0.2466 0.1005
La proyeccion por columnas es:
0.04 :
*
A3
0.02+
ol
*
'0‘02’* A2
Al
0.04-
-0.06+
-0.08-
#
A
01

-0.08 006 -0.04 -0.02

0 002 04 006 008 01 012
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El resultado de la proyeccién conjunta es el siguiente donde alturas y pesos quedan asociados:

0.1

*

0.081-

P4
0.06}
0.04}

Al
0.02-

-0.02}

0.04}

0,06 P3,

-0.1 0.05 0 0.05 0.1

Ejemplo 7.5 Del conjunto de datos MUNDODES, se ha tomado la esperanza de vida de
hombres y de mujeres. Se han formado 4 categorias tanto para la mujer como para el hombre.
Se denotan por M1 y H1, a las esperanzas entre menos de 41 a 50 anos, M2 y H2, de 51 a
60 anos, M3 y H3, de 61 a 70, y M4 y H4, para entre 71 a mds de 80. La siguiente tabla de

contingencia muestra las frecuencias de cada grupo:

Mugjer/Hombre H1 H2 H3 Hj
M1 0 0 0 0
M2 7 12 0 0
M3 o 5 15 0
My o 0 23 19

Realizar proyecciones por filas, por columnas y conjunta de filas y columnas.

Comprobar

que en la proyeccion por filas las categorias estdn claramente separadas y que en el caso del
hombre, las dos tltimas categorias estan muy cercanas. Comprobar en la proyeccion conjunta

la cercania de las categorias H3 con M3 y Mj.

Para la proyeccion por filas, la variable Y queda:

0.2425 0 0 0
C 1| 00894 01532 0 0
Y=RD:*=| g 0.0606 0.1217 0

0 0 0.0888  0.1038
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Los tres valores propios y vectores propios diferentes de uno de esta matriz son:

valor propio vector propio

0.8678 0.7221 0.3551 -0.4343 -0.4048
0.3585 -0.5249 0.7699 0.0856 -0.3528
0.1129 -0.1274 0.3072 -0.6217 0.7091

La proyeccion por filas es:

0.1

%*

0.05-

g+

-0.05}

01t

015 . . . . . .
0.1 -0.06 0 0.05 0.1 0.15 02 0.25

Para las columnas, los tres valores propios y vectores propios diferentes de uno de esta matriz
son:

valor propio vector propio
0.8678 -0.5945 -0.5564 0.1503  0.5606
0.3585 -0.6723 0.5172 0.4265 -0.3141

0.1129 -0.2908 0.4628 -0.7588 0.3543
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La proyeccién por columnas es:

0.15

0.1+

E*

0.05-

g*

-0.05} 4

01t

0.15}

02 . . . . . .
0.2 -0.15 0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

El resultado de la proyeccion conjunta es:

0.15

0.1} H1

0.05- H w4

* 8
& *

-0.05} M2

01t

E*

0.15}

_02 1 1 1 1 1 1
0.2 -0.15 0.1 0.05 0 0.05 0.1 0.15

7.4 ASIGNACION DE PUNTUACIONES

El analisis de correspondencias puede aplicarse también para resolver el siguiente problema.
Supongamos que se desea asignar valores numeéricos y.(1),...,4.(J) a las columnas de una
matriz F de observaciones, o, en otros términos, convertir la variable en columnas en una
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variable numérica. Por ejemplo, en la tabla (7.3) el color del cabello puede considerarse una
variable contintda y es interesante cuantificar las clases de color definidas. Una asignacién
de valores numéricos a las columnas de la tabla inducird autométicamente unos valores
numeéricos para las categorfas de la variable en filas. En efecto, podemos asociar a la fila i el
promedio de la variable y. en esa fila, dado por:

Z}]: fijye(5) 4 .
Yi = ﬂ = ;Tijyc(J) (7.18)

donde r;; = f;;/fi. es la frecuencia relativa condicionada a la fila. El vector de valores asi
obtenido para todas las filas serd un vector I x 1 dado por:

Yr = RYC = D;IFYC (719)

Anélogamente, dadas unas puntuaciones y¢ para las filas, las puntuaciones de las colum-
nas pueden estimarse igualmente por sus valores medios en cada columna, obteniendo el
vector J x 1:

Ye =D_'F'yg (7.20)

Escribiendo conjuntamente (7.19) y (7.20) resultan las ecuaciones:

ye = D;'F D, 'F'y¢ (7.21)

ye = D, 'F'D;'Fy. (7.22)

que indican que las puntuaciones y¢, y y. se obtienen como vectores propios de estas matrices.
Observemos que estas puntuaciones admiten una solucién trivial tomando y. = (1,...,1),
ye = (1,...,1);.  En efecto, las matrices D_'F’ y D;IF suman uno por filas, ya que son
de frecuencias relativas. Esta solucién equivale en (7.21) y (7.22) al valor propio 1 de la
correspondiente matriz. Para encontrar una solucién no trivial al problema, vamos a exigir
que ambas ecuaciones se cumplan aproximadamente introduciendo un coeficiente de propor-
cionalidad, A\ < 1, pero que queremos sea tan préximo a uno como sea posible. Multiplicando
(7.19) por D}/ 2y (7.20) por D./? e introduciendo este coeficiente de proporcionalidad ten-
emos que

A(Dy*ye) = D;°F DV*(Dy %) (7.23)

A(D!?y.) =D, "’F'D;"*(D}*ys) (7.24)
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Para resolver estas ecuaciones, llamemos b = D}/ 2yf, a= Di/ yey Z= D;I/ °F Dc_l/ 2,
Sustituyendo estas definiciones en (7.23) y (7.24), obtenemos \b = Za y A\a = Z'b y sustiuyen
do una de estas ecuacione en la otra se obtiene

Mb =ZZ'b (7.25)

Ma=177Za (7.26)

Estas ecuaciones muestran que b y a son vectores propios ligados al valor propio A\? de
las matrices ZZ' y Z'Z. Los vectores de puntuaciones se obtendrdn después a partir de la
definicién de b = D}/ 2yf, con lo que resulta:

ye =D;'b (7.27)

y como a = Di/2yc,

ye = D.Y2a (7.28)

Las matrices ZZ' o Z'Z siempre admite el valor propio 1 ligado a un vector propio
(1,...,1)". Tomando como a y b los vectores propios ligados al segundo mayor valor propio,
A < 1, de estas matrices obtenemos las puntuaciones 6ptimas de filas y columnas.

Podemos obtener una representacion grifica de las filas y columnas de la matriz de la
forma siguiente: si sustituimos las puntuaciones y. dadas por (7.28), que se denominan a
veces "factores” asociados a las columnas, en la ecuacién (7.19) y escribimos

ve(a) = D;'FD_"?a

obtenemos las proyecciones de las filas encontradas en (7.12). Andlogamente, sustituyendo
los "factores” y¢ asociados a las filas en (7.20) y escribiendo

e | -1/2
ye(b)=D;'F'D,"*b

encontramos las proyecciones de las columnas de (7.14).

Concluimos que el problema de asignar puntaciones de una forma consistente a las filas
y a las columnas de una tabla de contingencia, es equivalente al problema de encontrar
una representacion 6éptima en una dimensién de las filas y las columnas de la matriz. En
otros términos, el andlisis de correspondencia proporciona en la primera coordenada de las
filas y columnas una forma consistente de asignar puntuaciones numeéricas a las filas y a las
columnas de la tabla de contingencia.
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Ejemplo 7.6 La tabla adjunta indica las puntuaciones alta (A), media (M) y baja (B)
obtenidas por 4 profesores Py, ..., Py, que han sido evaluados por un total de 49 estudiantes.
¢ Qué puntuaciones habria que asignar a las categorias alta, media y baja? sy a los profe-
sores?

A M B
P2 6 210
PB4 4 4|12
Pl 1 10 4|15
Pil7 5 0]12
14 25 10 49
Entonces la matriz Z = D;l/zF Dc—1/2 es
169 .380 .200
7 309 230 .365
069 .516 .327
540 288 0

Vamos a obtener la descomposicién en valores singulares de esta matriz. Es :

452 166  —.249
495 .—004 869 1 534 —.816 .221

Z=| 553 581 —.317 45 ” -Zé;l igg —746134
495 —.797  —.288 : 452 . .

que conduce a las variables

143 .052 —.079
143 —.001 .251

143 150 —.082
143 —.230 —.083

143 —.218 .059
z=D_"%a=| 143 059 —.127
143 157 234

La mejor puntuacién -en el sentido de la maxima discriminacién- corresponde a (mul-
tiplicando por -1 el segundo vector propio para que los nimeros més altos correpondan a
puntuaciones altas y favorecer la interpretacion) 218, -059, -157 y a los profesores (multi-
plicando por -1 el segundo vector propio, para ser consistentes con el cambio anterior) 230
-150 001 -052. Si queremos trasladar estas puntuaciones a una escala entre cero y diez,
escribiremos

y = _ P T Tmin x 10

Tmax — Tmin
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0.16

+P2
014

*
P3 +P1

0.12 1

0.1}
0.08 -
0.06 -
+ Alto
0.04 -
0.02

;r Baja

-0.02 1
+ Medio

-0.04 . L . .
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

Figura 7.5: Proyeccion de los profesores y de las puntuaciones

y las puntuaciones se convierten en 10, 7.4 y 0 y. Las evaluaciones de los profesores al
pasarlas a la escala de cero a diez se convierten en 10, 0, 3.98, 2.57. La figura 7.5 presenta
la proyeccion de los profesores y de las categorias sobre el plano de mejor representacion.

Ejemplo 7.7 La tabla de contingencia siguiente indica las puntuaciones, muy buena (MB),
buena (B), reqular (R) o mala (M) obtenidas por las 5 peliculas nominadas a los Oscars a
la mejor pelicula del ano 2001 que han sido evaluadas por un total de 100 criticos de cine de
todo el mundo. ;Que puntuaciones habria que asignar a las categorias? sy a las peliculas?

Peliculas/Puntuacion M R B MB

P1 17 2 10 20

P2 o s 2 15 20

P3 2 7 2 9 20

Py 0 1 8 16 20

P5 18 8 18 20
4 21 12 63 100

La matriz P es:

0.1118 0.3416 0.1291 0.2817

0 0.1464 0.1291 0.4226
0.2236 0.3416 0.1291 0.2535
0 0.0488 0.1936 0.4507

0.1118 0.1464 0.1936 0.3662
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Las variables que se obtienen son:

0.1000 -0.0934 -0.1124 0.1365 0.0000
0.1000 0.0721 -0.1208 -0.1234 0.0707
Y= Dr-zb= | 0.1000 -0.1356 0.0707 -0.1078 -0.0707
0.1000 0.1304 0.0334 0.0435 -0.1414
0.1000 0.0266 0.1291 0.0512 0.1414

0.1000 -0.2382 0.3739 -0.2085
0.1000 -0.1580 -0.1053 0.0396
0.1000 0.0369 0.1282  0.2357
0.1000 0.0608 -0.0130 -0.0448

1
z=Dc 2a =

La mejor puntuaciéon para las categorfas corresponde a -0.2382, -0.1580, 0.0369 y 0.0608.
Para las peliculas (multiplicando por -1 el segundo vector propio) a -0.0934, 0.0721, -0.1356,
0.1304 y 0.0266. Si trasladamos todas las puntuaciones entre cero y diez, obtenemos para
las categorias los valores 0, 2.6823, 9.2007 y 10. Para las cinco peliculas tenemos 1.5864,
7.8082, 0, 10 y 6.0977. La proyeccién conjunta muestra como la pelicula mds cercana a la
puntuaciéon muy buena (MB) es P4:

7.5 Lecturas complementarias

El andlisis de correspondencias puede extenderse para estudiar tablas de cualquier dimen-
sién con el nombre de andlisis de correspondencias muiltiple. En este enfoque se utiliza la
descomposicion en valores singulares para aproximar simultaneamente todas las tablas bidi-
mensionales que pueden obtenerse de una tabla multidimensional. Una buena introduccion
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desde el punto de vista de componentes principales con la métrica ji-cuadrado se encuentra
en Gower y Hand (1995). Presentaciones de esta técnica como extension del andlisis de
correspondencias presentado en este capitulo se encuentran en Greenacre (1984) y Lebart
et al (1984). La literatura sobre anélisis de correspondencias estd sobre todo en franceés,
véase Lebart et al (1997) y Saporta (1990). En espanol Cuadras (1990) y Escofier y Pages
(1990). Jackon (1991) contiene una sucinta descripcién del método con bastantes referencias
histéricas y actuales. Lebart, Salem y Bécue (2000) presenta interesantes aplicaciones del
andlisis de correspondencias para el estudio de textos.

Ejercicios 7

7.1 Demostrar que la traza de las matrices Z'Z y ZZ' es la misma.

7.2 Demostrar que el centro de los vectores r; de las filas, donde cada fila tiene un peso
f es el vector ¢ de las frecuencias relativas de las columnas (calcule T = ) f;r; = R'D/1)

7.3 Demostrar que dada una matriz de datos X donde cada fila tiene un peso W la
operacién que convierte a esta matriz en otra de media cero es X = (I — 11'W)X.

7.4 Demostrar que la suma de las distancias de Mahalanobis ponderadas de las filas es
igual a la de las columnas, donde la suma de las filas es Y f; (r; — ¢)’D_!(r; — c).

7.5 Supongamos que estudiamos dos caracteristicas en los elementos de un conjunto que
pueden darse en los niveles alto, medio y bajo en ambos casos. Si las frecuencias relativas
con las que aparecen estos niveles son las mismas para las dos caracteristicas, indicar la
expresion de la representacion de las filas y columnas en el plano bidimensional.

7.6 En el ejemplo 7.5 ;qué podemos decir de la puntuacién 6ptima para cuantificar las
filas y columnas?

7.7 Indicar cémo afecta a la representacion de filas y columnas que la tabla de contin-
gencias sea simétrica, es decir, f;; = fj.

7.8 Justificar que la variable (ﬁ\/M es aproximadamente una variable normal estandar.
TiCj

7.9 Demostrar que si definimos la matriz X con elemento genérico x;; = (fi;—fi.f;)/\/ fi.f;

la matriz X'X tiene los mismos valores vectores propios que la Z'Z, donde z;; = fi;/\/fi.f;
salvo el valor propio 1 que aparece en Z'Z, y no en X'X .



