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P1. Considere el sistema dindmico z;41 = Axy con A = ( ;3 ;8 ) (1 punto)

a
b

b) Clasifique el origen como atractor espiral, repulsor espiral o centro orbital. Justifique su respuesta. (0.5 puntos)

a) Encuentre una matriz invertible P y una matriz de la forma C' = ( _ab) tal que A = PCP~!.

Solucion

a) Se calculan los valores propios de A:
[A=X||=0<=A=1+4iVA=1—-4i (0.3 puntos)

De aqui se tiene que
1 —4
C= (4 1 ) (0.1 puntos)

Se busca espacio propio de A = 1 + 4i. Para esto se debe encontrar el kernel de la matriz A — (1 + 44)1.
Ny =3—(1+49) -8 1 1—14
A—(1—|—4z)1_< 4 5_(1+4i)>~-~-~(0 0 ) (0.2 puntos)

Por lo tanto,
. -1+
E(l+4i)=qy- 1 ,yeER (0.2 puntos)
Luego la matriz P es:
-1 1
P= ( 1 0) (0.2 puntos)

b) Como X =1 + 4i, entonces
I\l = V12 +42 =+17 (0.2 puntos)

Como
[IAl > 1, (0.1 puntos)

entonces el origen es un repulson espiral. (0.2 puntos)

P2. Considere la matriz
1 0 =5
A=|1 2 1
2 -1 2
a) Verifique que las columnas de A forman un conjunto ortogonal de vectores en R3. (0.3 puntos)
b) Determine si las columnas de A forman un conjunto linealmente independiente de vectores en R3. Justifique su
respuesta. (0.2 puntos)
¢) Encuentre una matriz U de columnas ortonormales tal que Col(U) = Col(A). (0.5 puntos)
d) Determine U~!. (0.5 puntos)



Solucidon: Sean

las columas de A.

a) Es sencillo verificar que
”Ui"UjZO si Z7éj

Por lo tanto, las columnas de A forman un conjunto ortogonal de vectores en R®. (0.3 puntos)

b) Como las columnas forman un conjunto ortogonal de vectores en R? y ninguna de ellas es nula, entonces ademas
forman un conjunto linalmente independiente de vectores en R3. (0.2 puntos)

¢) La matriz U tiene columnas a las columas de A normalizadas, luego
5
0
2 (0.5 puntos)
— .5 puntos
VP

Vb V30

d) Como U es una matriz ortogonal, entonces U~ = U, luego:

Slvsl-5l-
EE

o2
O

vl=vT = 0 — ——= (0.5 puntos)
5 )
AR
V30 V30 /30

P3. Sea W el subespacio de R? generado por los vectores

1 -2 -3
v = 2 , V2 = —4 , U3 = —6
1 —2 -3

a) Encuentre W+. (0.5 puntos)
b) Determine una base ortogonal para W+. (0.5 puntos)
¢) Muestre una base ortogonal de R que contenga a la base ortogonal de W+ encontrada en b). (0.5 puntos)

Solucién: Notar que

W = Gen({v1,v2,v3)}) = Gen({v1}) = Gen 2



a) Para hallar W+ se utiliza la definicién de complemento ortogonal.

wt = {u€R3:u-v1=O}
= {u€R3:u-v1=O}
T
= Yy |:iz+2y+2=0
z

x
= y | :ix=-2y—2z (0.2 puntos)
z

—2y—z
= Y ty,z €R
z
-2 -1
= Gen 11,1 0 (0.3 puntos)
0 1
—2 —1
b) Denotemos por u; = 1 vV up = 0 |. Sea una base By = {w;,w.} base ortogonal de W+ con:
0 1
-2
wp=u;=|( 1 (0.1 puntos)
0
Mientras que
1
+ _1
Wy = Ug — sz wy = 7% (0.2 puntos)
fws] }
Por lo que una base ortogonal es:
_9 _1
By = 1], —% (0.2 puntos)
0 1

2 —% 1
L), -5 ],]2 (0.5 puntos)
0 1 1

1 1 3 2
-1 0 -2 -2
A= 2 1 5 4
1 1 3 2

a) Encuentre el subespacio W de R* generado por las soluciones del sistema dado. (0.5 puntos)
b) Determine el complemento ortogonal W+ del subespacio W. (0.5 puntos)

. . T . . . s
¢) Verifique si el vector v = (—1 3 1 —2) pertenece a W+. En caso negativo, encuentre la mejor aproximacién
de v sobre W+. (0.5 puntos)



Solucion:

a) Expresando la matriz A en su forma escalonada reducida por fila:

1 0 2 2
01 10
A~ 000 0 (0.2 puntos)
00 00
Luego, el espacio de soluciones W es:
X
W= Z x4+ 2: 420 =0Ay+z=0
t
—2z — 2t
= _ZZ 1z, t €R (0.2 puntos)
t
—2 —2
= Gen _11 , 8 (0.1 puntos)
0 1
-2 -2
-1 0
b) Sean w; = 1 vV Wy = K Luego,
0 1

WL:{UER4:u~w1:0/\u-w2:O}

n ey

c—2x—y+2=0, 2z+t=0
t

Escalonando la matriz de coeficientes del sistema se tiene que:

(-1 =110 10 0 —3
A(_2 0 0 1)~<0 1 1 1> (0.3 puntos)

Por tanto,
1t
2
wt = z=t]:2teR

z

t
1 0
-2 1

= Gen o |11 (0.2 puntos)

2 0

¢) El vector v = (—1 3 1 —2) pertenece a W+ si y sélo si se puede expresar como combinacién lineal de los
vectores generadores de W+,

Si denotamos como u; y us a los vectores generadores, entonces se debe analizar la existencia de ponderadores «
y [ tales que v = au; + Bug. Se estudia el rango de (u; ug | v). (0.1 puntos)

4



1 0] -1 1 0] -1
-2 1] 3 0 1|1

(ur ug | v) = 0 111 ~10 olo (0.2 puntos)
2 0| -2 0 0O

Como ran((u; uz)) = ran((uy uz | v)), entonces los escalares o y 3 existen. Se concluye que el vector v € W+,
(0.2 puntos)



