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Un sistema dindmico discreto es una regla de la forma

Donde ,

m 1y, es el vector de estado del sistema en el paso o tiempo k.
m Z, es el estado inicial del sistema a partir del cual se generan los siguientes.
m A es una matriz fija.

La ecuacién zp41 = Axy, se puede considerar como una descripcién de qué le
sucede al punto inicial z, = , conforme se transforma repetidamente por la
transformacién x — Axz. La secuencia de puntos z,, 1, T2, ... se conoce como la

trayectoria u 6rbita del sistema.
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Ejemplo: Considere la matriz A = (2 0). Siz = (3), determine los vectores

0 3
22,23 ¥ T4 generados por el sistema dindmico 41 = Axy.

Solucién: Como xj41 = Az, entonces:

2 0 2
.712:14331 < Ty = 0 3 2

Ahora a partir de zo se obtiene x3:

2 0 4
3 = Az <= 13 = 0 3 6
8
— I3 = (18)

Procediendo de la misma forma se obtiene que z4 = (51)2)

;Y si me piden calcular z100?
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Partiendo del estado inicial X1, los siguientes estados se calculan asi:
X = AX1
x5 = Axy = A(Ax;) = A’xy
X4 = AX3 = A3X1
x, = AF 1xy

Por eso, si el indice parte en X1, la formula general es:

& Observacion clave

Si el sistema parte desde x(, entonces:

Siempre revisa el indice inicial del problema para aplicar la férmula correcta.
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Por lo tanto, si nos piden calcular x99 se obtiene:

1001,
7100 A 71

2100
- (z 399)

Ejercicio propuesto: Si A = (_01 (2)) y el vector z, = (?) Determinar z1qg.

2
Z100 = | 9100

Respuesta:
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Ejemplo: Grafique varias trayectorias del sistema dindmico 2341 = Az, cuando
0.8 0
A= ( 0 0.64)

Los vectores propios asociados a A\; = 0.8 y A2 = 0.64 son v; = (é) y

v = ((1)) Verificar este hecho.

Como z, € R?, existen escalares C;, Ca € R tales que

1
zo = Chvr + Cova = C4 (0) + Co (2) .

T = Akzo = Ak(Cl’Ul —+ 021)2)
C1(0.8)% ([1)) + C2(0.64)F ((1))

(&)

Observar que zy — (8) cuando k — co. En este caso el origen es un atractor del

y entonces

sistema dindmico:

El origen es un atractor del sistema dindmico <= |[\|<1 A |[A2] <1
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A continuacién se observa que las trayectorias u 6rbitas del sistema dindmico
convergen al origen. Esto es independiente del punto inicial z, con el que se
comienza la dindmica.

FIGURA 1 El origen como un atractor.
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Ejemplo: Estudiar la evolucién del sistema z341 = Ay, donde
144 0
A= ( 0 1.2)
Solucién: Los valores propios son
)\1 =1.44 y )\2 =1.2

con vectores propios

v = ([1)) y vy = (?) respectivamente

= (G000).

y las componentes crecen sin cota al aumentar k.

Entonces
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Geométricamente se tiene que

FIGURA 2 El origen como un repulsor.

Notar que las trayectorias u érbitas se van alejando del origen del plano cartesiano
a medida que k aumenta. Cuando esto ocurre, se dice que el origen es un
repulsor del sistema dinamico.

El origen es un repulsor del sistema dindmico <= |[A\1|>1 A [A2] >1
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Ejemplo: Estudiar y;41 = Dy, donde

2 0
b= (0 0.5)

Aqui |A1] > 1y |A2| < 1. Algunas trayectorias u drbitas se acercan al origen y
otras se alejan. En este caso se dice que el origen es un punto silla.

Xy

X,

X

X

X

L)

X0

FIGURA 3 El origen como un punto silla.

El origen es un punto silla del sistema dindmico <= |[A\1|>1 A |[A2| <1
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Ejercicios propuestos: Clasifique el origen como atractor, repulsor o punto silla
y determine una expresién para x;11 = Ay si es que z, = (Cl CQ)T con Cq, Cy
constantes, donde A es la matriz indicada.

o) A= (065 0(.)8> :

4 1
b as (i),
0.65 —0.15 . _ _
c) A= (_0.15 0.65 ) Los valores propios son A\; = 0.5 y Ay = 0.8, con

correspondientes vectores propios v; = (1 l)T y v = (—1 I)T.

d) A= (015 Of)). Los valores propios son A; = 1.5 y Ay = 0.5, con

correspondientes vectores propios v; = (1 1)T y v = (—1 1)T.
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Grafique la trayectoria que comienza en z, = (4 4)T para los sistemas dindmicos
Tj41 = A x), que corresponden a las siguientes matrices:

0.5 —0.5 02 —1.2
(@) A= (0.5 0.5 ) (b) A= (0.6 1.4 )
SOLUCION

(a) Las primeras cuatro iteraciones son:

a=(1) ==(3) ==() ==(3)

La trayectoria generada por las iteraciones de zjy1 = Az, se muestra a continuacién:

y
'y

(@)

Trayectoria de los vectores zj de (a)
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(b) Las primeras cuatro iteraciones son:

n= (W) e

—12.8

_ [—11.76 [ —2.448
72 )0 BT\ -168) T \-12.744) "
La trayectoria generada por las iteraciones de zj41 = Az se muestra a continuacién

Trayectoria de los vectores z; de (b)
parece seguir una 6rbita eliptica.

Notar que la trayectoria de (a) es un espiral hacia el origen, mientras que la de (b)
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El siguiente resultado explica el comportamiento en espiral de la trayectoria del ejemplo (a).

—b . . .
Teorema: Sea A = (Z o ) con valores propios A\ = a =& bi, y si a y b no son ambos cero,

entonces A puede factorizarse como:

e —-b\ _(r O cos(f)  —sen(0)
A\ a ) \0 r) \sen(0) cos(0) ) °
donde 7= |A| = Va2 + b2 y 0 es dngulo medido desde el eje real positivo (en sentido

antihorario) hasta dicho vector, es decir, el argumento del nimero complejo Arg(a + bi).

Demostracién:
O Ry IR (g B (R G )

Ejercicio: Sea

Determine la factorizacién de A, encontrando el factor de escalamiento r y el dngulo de
rotacién 6. Grafique los primeros cuatro puntos de la trayectoria para el sistema dindmico

1
Xp4+1 = Axp con xg = (1) s

y clasifique el origen como un atractor espiral, un repelente espiral o un_centro orbital.
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SOLUCION: Dada la matriz

a —b
=G )

el valor propio se obtiene directamente de la primera columna: si esta es (a, b)T7 entonces

A = a+ bi.

Este valor propio determina el dngulo de rotacién 6 mediante

0 = arg(\) = arg(a + bi).

En este caso,

Entonces,

Para el angulo,

T 5m 5m
O=mr— — = — — |0 =—
6 6 6
Por lo tanto,
V3 1
4 Y Y _ 1 0 cos‘:’?7r —senr‘r’?7r _ cos‘:’T7r
1 V3 0o 1 Scn% cos% scn%
hl =
2 2 R
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A continuacién se indican las primeras 12 iteraciones del sistema dindmico.

S5z

<° 150°
2
15 x| —%5
- ~
1 ’}b/ “¥o
/ \
05 xgb 87
[ |
0 0 1
xR ﬁﬁz
05 \ /
1 /9‘/
Xﬁ\\‘ .‘/ 9.
15 X1 | T X
2
2 15 -1 05 0 05 1 15 2
xg = (1.0000, 1.0000), x; = (—1.3660, —0.3660),  xo = (1.3660, —0.3660),
x3 = (—1.0000, 1.0000), x4 = (0.3660, —1.3660), x5 = (0.3660, 1.3660),
xg = (—1.0000, —1.0000),  x7 = (1.3660, 0.3660), xg = (—1.3660, 0.3660),
xg9 = (1.0000, —1.0000), x10 = (—0.3660, 1.3660), x11 = (—0.3660, —1.3660),

Observar que la trayectoria u érbita forma una circunferencia con centro en el origen, recorrida

en sentido antihorario.

] = =
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Geométricamente, lo que indica el Teorema es el efecto de una matriz A = (

vector x = r B
(y)
m=a(3)= (0 ) (8 ) ()

Y,

primero el vector se rota

luego el vector se escala en un factor r

Escalamiento / Ax = SRx
Rx

Rotacién

Rotacién seguida por un escalamiento

Las matrices R y S del gréfico son:

n= (e we)) vos=(0 )

R = rotacién y S = scaling =

escalamiento en inglés.
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En general, si una matriz real A de tamafio 2 X 2 tiene valores propios complejos A = a + b3,
entonces las trayectorias del sistema dindmico zj4q = Ay

m giran en espiral hacia adentro del origen cuando |A| < 1 (el origen es un atractor espiral).
m giran en espiral hacia afuera del origen cuando |A| > 1 (el origen es un repulsor espiral).

m son cerradas si [A| = 1 (el origen es un centro orbital).

Teniendo presente la defincién de matriz ortogonal, es posible diferenciar las trayectorias
cerradas en circunferencias y elipses.

Definicién: Una matriz cuadrada A se dice ortogonal si y sélo si AT A= I, donde [ es la
matriz identidad.

Entonces,
m Si A es ortogonal y |A\| = 1 = las trayectorias (u érbitas) son circunferencias.
= Si A no es ortogonal y |A\| = 1 = las trayectorias (u érbitas) son elipses.

0.2 —1.2
0.6 1.4

|A] = V/0.82 4+ 0.62 = 1 y la matriz A no es ortogonal, dado que
T,_ (04 0.6 1 0
A A= (0.6 3.4) # (o 1) :

se concluye que las trayectorias (u 6rbitas) del sistema dindmico x4 = Awy son elipticas.

Ejemplo: La matriz A = ( ) tiene valores propios A = 0.8 £ 0.67. Como
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Ejercicio: Sea
1 -1
A= .

Determine la factorizacién de A, encontrando el factor de escalamiento r y el angulo de
rotaciéon 6. Grafique los primeros cuatro puntos de la trayectoria para el sistema dindmico

1
Xp41 = Axp con xg = <1> s

y clasifique el origen como un atractor espiral, un repelente espiral o un centro orbital.

SOLUCION: A partir de la matriz A se tiene que A = 1 + i y por lo tanto,

r=+v124+12=v2 =

0 = Arctan(1l) =

N

N

Por lo tanto, la factorizacién de la matriz es

A= 1 -1\ _ (V2 0 cos®t  —sen®
—\1 1 - 0 V2 sen% CDS%

Notar que como
r= |\ = V2>1= el origen es un repulsor espiral
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A continuacién se muestra la trayectoria espiral del sistema dindmico.

Origen repulsor espiral

x|

X

%o = (1.0000, 1.0000) x4 = (—4.0000, —4.0000)
x1 = (0.0000, 2.0000) x5 = (0.0000, —8.0000)
xp = (—2.0000, 2.0000)  xg = (8.0000, —8.0000)
x3 = (—4.0000, 0.0000)  x7 = (16.0000, 0.0000)

Se observa que a medida que el sistema dindmico evoluciona, sus estados se alejan del origen
siguiendo una trayectoria espiral.

] = =
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El siguiente Teorema muestra que, en general, cuando una matriz real 2 X 2 tiene valores

propios complejos conjugados, esta es semejante (o similar) a una matriz C la forma (Z _ab)'

Observacién: Si x es un vector propio asociado a A\ = a + bi, entonces X es un vector propio
asociado a A\ = a — bi.

Para un vector propio complejo

= ()= G- () (9

Defina la parte real e imaginaria del vector propio x como:

Re() = (7) v tmi = (1)

Teorema: Sea A una matriz real de 2 X 2 con un valor propio complejo A = a + bi (con b # 0)

y correspondiente vector propio x. Entonces la matriz
P =[Re(x) Im(x)]
es invertible, y

1 a —b
A = PCP con C=
b a

Es decir, la matriz A es semejante (o similar) a la matriz C.
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0.2 —1.2
0.6 1.4
vector propio asociado a tal A es:

Ejemplo: Para la matriz A = ( ), un valor propio complejo es A = 0.8 + 0.67 y un

— —1 1 _
C= (82 Ooéﬁ) s = < 1 0) s son tales que A= pPcp L.

Las trayectorias u érbitas del sistema zj4 1 = Azj, forman una elipse con centro el origen.

Orbita eliptica

x, x
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