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Instrucciones:

1. Complete de manera correcta y con letra clara todos los datos personales

2. Escriba su desarrollo de manera clara y ordenada. Recuerde que el proceso de
correccién se basa unicamente en lo que queda plasmado en la prueba.

3. Esta prohibido el uso de equipos electrénicos(celulares) y calculadora durante el
desarrollo de la evaluacion

4. De ser sorprendido copiando su calificacién serd la nota minima: 1.0 (uno punto
cero)




Pregunta 1.

Sea S el paralelogramo determinado por los vectores b; = [ -2 } y by = [ _g ], y

3
sea A = _g _g 1 Calcule el area de la imagen de S bajo la transformacionales

lineal x — Ax.

Solucién

El area de la imagen de S bajo la transformacion lineal se calcula como:
Area de A(S) = | det(A)| - Area de S.

Calculamos el area del paralelogramo original S:

Area de S = |det[b; by]| =

w (3 )| =126 - 261 =1 - 1046 =4

Calculamos el determinante de la matriz A:

det(A) = det <_63 ‘22) — (6)(2) — (=2)(=3) = 12— 6 =6

Por lo tanto, el drea de la imagen de S bajo la transformacién lineal es:

Area de A(S) = |det(A)| - Area de S =6-4 =24

Pregunta 2.

Determine y justifique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) Si A y B son matrices con los mismos valores propios, entonces son matrices
semejantes.

b) Una matriz cuadrada de n xn tiene n vectores propios linealmente independientes.

Solucion

a) Falso. Que dos matrices A y B tengan los mismos valores propios no garantiza que
sean semejantes (es decir, que exista una matriz invertible P tal que B = P71 AP).

Contraejemplo: Las matrices

() e

tienen el mismo valor propio A = 1 con multiplicidad algebraica 2, pero no son
semejantes, ya que A no es diagonalizable.

b) Falso. Una matriz n X n no necesariamente tiene n vectores propios linealmente
independientes. Esto solo ocurre si la matriz es diagonalizable. Si la matriz tiene



valores propios repetidos con multiplicidad geométrica menor que la algebraica,
habra menos de n vectores propios independientes.

(3

(1)>, a pesar de ser 2 x 2.

Contraejemplo: La matriz

tiene solo un vector propio independiente, (

Pregunta 3

Considere la matriz A:
2 -1 -1
A=11 4 1
-1 -1 2
Sabiendo que los valores propios distintos son A = 2 y A = 3 (con alguno repetido),

determine si A es diagonalizable o no. En caso afirmativo, calcule la matrices Py D
tales que A = PDP~ .

Solucién

Para determinar si A es diagonalizable, verificamos que la multiplicidad geométrica
coincida con la algebraica para cada valor propio. Al resolver (A—2I)v = 0, obtenemos
un dnico vector propio linealmente independiente:

-1
V) = -1 ,
1

lo que confirma que mg(2) = 1 = ma(2). Para A = 3, el sistema (A—3I)v = 0 produce
dos vectores propios independientes:

mostrando que mg(3) = 2 = ma(3). Por tanto, A es diagonalizable.
Construimos la matriz P con los vectores propios como columnas y D con los valores
propios correspondientes:

1 -1 -1 2 0 0
P=|-1 1 o], p=[0o3o0
1 0 1 00 3

La inversa P~! puede calcularse como:

verificindose que A = PDP~!,



Pregunta 4

Suponga que A es una matriz de 6 x 6 con polinomio caracteristico

a)

b)

p(A) = (L+A)(L=A)*(2-N)".

Explique por que no es posible encontrar tres vectores linealmente independientes
V1, Vs, vy en RO tales que Av, = vi, Avy = vo ¥ Avy = V3.

Si A es diagonalizable, ;cudles son las dimensiones de los eigenespacios E(—1), E(1)
y E(2) 7

Solucién

a)

El polinomio caracteristico de A es p(A) = (1 + X)(1 — A\)?(2 — )3, lo que nos
indica que:

e A = —1 es un valor propio con multiplicidad algebraica 1

e A\ =1 es un valor propio con multiplicidad algebraica 2

e \ =2 es un valor propio con multiplicidad algebraica 3
Para A = 1, la multiplicidad geométrica (dimension del eigenespacio E(1)) es a
lo mas 2, que es su multiplicidad algebraica. Por tanto, el espacio propio cor-
respondiente a A = 1 tiene dimensién méaxima 2, lo que significa que a lo méas

pueden existir dos vectores propios linealmente independientes asociados a este
valor propio.

Si A es diagonalizable, se debe cumplir que la multiplicidad geométrica de cada
valor propio coincida con su multiplicidad algebraica. Por tanto:

e Para A= —1: dimE(-1) =1
e Para A =1: dim E(1) = 2
e Para A =2: dim F(2) =3

Esto garantiza que la suma de las dimensiones de los eigenespacios sea 6, igual a
la dimension de la matriz, permitiendo la diagonalizacion.



