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Problema 1. (6 pts)

Sea z = —1+1.
z+1

z—1

(a) Calcule la parte real de

(b) Escriba z en forma polar, indicando su médulo y su argumento.

(c) Usando la forma polar, determine las raices cuadradas de z.

Solucién
a)
z4+1 —1+i+1 i —2—7 1-2¢ 1 2,
= = . = = - — —1
z—1 —=14+i—-1 =247 —2—1 5 5 5
1 1
Por lo que la parte real de Z+1 es £
Z—

b) Se requiere encontrar el médulo de z y el dngulo que este forma con respecto al

eje real. Luego,
2] = V(=12 + 12 = V2.

Por otro lado, como z = —1 4+ i = (—1, 1) esta en el segundo cuadrante:
3m
0=—.
4

Luego, la forma polar es:

v (on (35 o (35))

c¢) Las raices cuadradas de z son:
0+ 2k 0+ 2k
wr = /2| <cos< +2 7T)—l—isin( +2 W)), k=0,1.

3T
En nuestro caso, |z| =2y 0 = R entonces:

3 3

wy = o1/4 (cos (g) + 28in (%))
11 11

Wy = o1/4 (cos (%) + ¢ sin (?ﬂ)) )




Problema 2. (6 pts)

2

Sean A(1,0,1) yd= | —1 | un punto y un vector del espacio respectivamente.
3

a) Determine la ecuacién vectorial de la recta L que pasa por el punto A y tiene a d
como vector director.

b) Encuentre la ecuacion del plano P ortogonal a la recta obtenida en a) y que pasa
por el punto B(0,2,1).
-1
¢) Verifique que el vector u = 1 es ortogonal al vector normal del plano P
1

encontrado en b).

Solucion

a) La ecuacién vectorial de la recta es:

T 1 2
L:1ly]|]=10]+t|] —-1],teR
z 1 3

b) El plano P al ser ortogonal a la recta L tiene como vector normal el vector director
de la recta. Es decir,

2
n=| —1
3
Ademas, como P pasa por el punto B, su ecuacion es:
2 x—0
P:{-1)]|-ly-2|=0=|P:2r—y+32=1
3 z—1

c¢) Para verificar que u es ortogonal al vector normal n del plano basta calcular el
producto punto entre ellos y obtener cero como resultado.

2
un=un=(-11 1) -1 | =(-D2)+1)(-1)+(1)(3) = —2-143=0
3

Como el producto punto es cero, entonces los vectores son ortogonales.

Problema 3. (6 pts)

Sea



a) Demuestre que las columnas de A corresponden a un conjunto de vectores lineal-
mente dependientes (L.D) de R3.

b) Encuentre la combinacién lineal que permite escribir la columna linealmente de-
pendiente de A en funcién de las otras dos columnas.

c¢) Decida si el sistema de ecuaciones no homogéneo Ax =vconv= | —1 | eso

no consistente. Justifique su respuesta.

Solucion

a) Para demostrar que las columnas de A corresponden a un conjunto linealmente
dependiente de vectores en R? se utiliza la definicién de conjunto L.D. Si llamamos

1 -2 3
V1 = 1 , Vo = —1 , Vg = 8
—2 5) —1

a las columnas de la matriz, estos vectores serdn linealmente dependientes si y
sOlo si existen escalares c1, co, c3 € R, no todos nulos tales que

1 —2 3 C1 0
C1V1 + cave + c3vy = 0 < 1 -1 8 Co = 0 (*)
2 5 —1) \ e 0

Esto es equivalente a que el sistema de ecuaciones homogéneo (*) posea soluciones
no triviales, es decir, infinitas soluciones. Esto, a su vez, es equivalente a que el
rango de A sea menor que el nimero de incégnitas.

Escalonando la matriz A se obtiene:

1 -2 3 1 -2 3 1 -2 3 1 0 13
A= 1 -1 8 ~10 1 5|~10 1 5 |~(01 5
-2 5 -1 0 1 5 0 0 0 00 O

Como ran(A) = 2 < 3 (numero de incégnitas), entonces las columnas de A

corresponden a un conjunto de vectores linealmente dependientes de R3.



b) El conjunto solucién del sistema () es:

C1 1 0 13 C1 0
S = Co 0 1 5 Co = 0
C3 00 0 C3 0
&1
= Co ZC1+1363:O/\02+503:0
C3
C1
= Co . C1 = —1303 VAN Cy = —563
C3
—1303
= —503 ,C3 € R
C3
—-13
= { C3 ) ,c3 €R
1
(&1
Los vectores | co | de S son tales que ¢;vy + covy + c3vy = 0. Tomando ¢3 = 1
C3

obtenemos la relacion

—13vi —5vy+v3=0 = |v3=13v;+5Hvs.

Es decir, la tercera columna de A es combinacion lineal de las dos restantes.

c¢) Para estudiar si el sistema es o no consistente, se analiza el rango de la matriz
ampliada asociada:

1 -2 3] 3

AB = 1 -1 8|-1 |~
-2 5 —-1]1

13

O O =
O = O
e )

5
0
Como ran(A) =2y ran(A|B) = 3 entonces el sistema Ax = v es inconsistente.
Problema 4. (6 pts)
Considere las matrices
1
A={(0 1
2 0 -1 0o 2 =3
a) Encuentre la matriz M = 2A — BT.

b) Pruebe utilizando resultados vistos en clases que M es invertible.

c) Encuentre M.



Solucion

a) Primero calculamos:

1 =2 0 2 -2 0
Bl=|-1 1 2], 2A=10 2 2
4 -1 -3 4 0 =2
Entonces

1 00

M=2A-B"=(110

011

b) Se calcula el rango de M:

1 00 1 00 100
M=1110|~{01O0]~1010
011 011 001

Como ran(M) = 3 entonces M es invertible.

¢) Se considera la matriz ampliada (M | I) y hacemos operaciones fila:
1 00/1 00 1 001 0O 1
M|I)=({110/010]~1010[-110]~|0
01 1]0 01 01 10 01 0
Por lo tanto,

1 0 0

M't=[-1 1 0

1 -1 1



