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Pregunta 1.
Sean A(1,1,1), B(4,1,5), y C(1,5,1) puntos en el espacio. Defina los vectores

u=AB, v=AC, w=BC,

Use los vectores u,v y w para responder a los siguientes problemas:

a) Pruebe que el AABC es rectdangulo.

b) Determine el perimetro del tridngulo ABC.

¢) Determine las ecuaciones paramétricas del plano P que pasa por los puntos A, By C.

)
)
)
d) Determine la ecuacién vectorial de la recta L que pasa por A(1,1,1) y es paralela al vector
normal del plano P del {tem (c).

Solucion

Para responder a) y b) es necesario conocer los vectores u, v, w y ademds sus normas.

4 1 3
w=AB=|1]-|11]=10
5 1 4

11 [1] [o]

veAC=|5|-]1]=

1 1 0

1 4 -3
w=BC=|5]-]1|=]| 4
1 5 —4

Respecto a las normas:

Jul=v32+02+42=v9+16 =25 =|5]
[ v =02 +42 4+ 0% = V16 = [ 4]

| w = V(B3 + 84 (4% = VO 16+ 16 = | VAL

a) Para demostrar que el tridngulo es rectdngulo, basta probar que tiene un dngulo recto.

Como
3 0
u-v=| o0 4| =(3)(0)+(0)(4)+(4)(0)=[0]
4 0

entonces los vectores u y v son ortogonales y por tanto el tridngulo AABC' es rectangulo.



b) Para obtener el perimetro del tridngulo basta sumar las norma de los vectores u, v y w.

Perimetro = [u ||+ ||v |+ ||w | =5+4+ V4l =9+ V4l

B=(4,1,5) A

Figure 1: Tridngulo rectdngulo formado con ﬁ , ﬁ y B? .

¢) En el siguiente gréfico se observa el plano P que pasa por los puntos A, By C.

Figure 2: Plano que pasa por los puntos A, By C.

Para hallar las ecuaciones paramétricas, primero se obtendra la ecuaciéon vectorial del plano, y
a partir de ella las ecuaciones pedidas.

La ecuacién vectorial del plano P es:

P:|y | =p+sv+tu con s, teR
z



donde p es un punto que pertenece al plano, mientras que v y u son dos vectores directores.

Para el punto que pertenece al plano, considerar, sin perdida de generalidad a A(1,1,1). Mientras
que para los vectores directores

0 3
v:/@: 4 y u:ﬁ: 0

0 4

Luego, la ecuacién vectorial viene dada por

1 0 3
P:ly|=|1]|4+s|4]|+t|0 s,t eR
z 1 0 4

Igualando componentes, se tiene que las ecuaciones paramétricas del plano P son:

r=1+4+3t
P { y=1+4s , s,teR
z=1+4t

d) La ecuacién vectorial de una recta L que pasa por un punto p con vector director d es:

T
L:|y|=p+td, teR
z

El punto por donde pasa la recta es A(1,1,1), mientras que el director es un vector paralelo al
vector normal n del plano P encontrado en el item anterior.

Calculando el vector normal se obtiene:

0 3 16 4
n=vxu=| 4 X 0] = 0 =4 0
0 4 —12 -3
~—_———
d
4
El vector d = 0 es paralelo al vector normal al plano. Luego, la ecuacién vectorial de L
-3
es:
1 4
L =1 ]|+t 0 |, teR




Figure 3: Recta L que pasa por A(1,1,1) con director d = 0

Pregunta 2.

Considere un sistema de ecuaciones homogéneo cuya matriz aumentada es

1 1 -110
2 -4 k|0
3 7 =110

a) Exprese la matriz en forma escalonada por fila.

b) Determine el valor de k& de modo que el sistema homogéneo tenga infinitas soluciones, tinica
solucion o no tenga solucion.

¢) Describa geométricamente el conjunto de soluciones en ese caso.

Solucion

a) Escalonando se tiene:

1 1 —1]0 _ 11 -1 o] ... [t 1 -1]o0 N 11 -1
2 —4 k|0 | ZE2R g 6 py2)0 | 22222 1o 20 1 o | B3RERL 1 9
3 7 —1lo| ®=ESA Lo 4 2 o 0 -6 k+210 00 k+

Por lo tanto, la matriz escalonada por fila es:

S N =
S O O

1 -1
0 1
0 k+5

ot

o oo



b) Se analizan las soluciones dependiendo del valor del pardmetro k:

e Si k= —5 se tiene
1 1 -—-110 1 1 —-1]0
2 -4 -5|0|~]0 2 110
3 7 —-1]0 00 01O

Como el rango de esta matriz es igual a 2 < 3 (ntumero en incégnitas), entonces el sistema
tiene infinitas soluciones.

o Sik# -5,
1 1 —1 0
02 1 |0
00 k+5|0

tiene rango 3, lo que coincide con el nimero de incégnitas, y entonces el sistema tiene tinica
solucién.

e Los sistemas homogéneos son siempre consistentes, por lo tanto no existe ningtin valor de
k para el cual el sistema no tenga solucién.

En resumen,

e Si k = —5, el sistema tiene infinitas soluciones.
e Si k # —5, el sistema tiene solucién tnica.
e No existe k € R tal que el sistema no tiene solucién.

¢) Para determinar la representacién geométrica de las soluciones del sistema, se analizan los casos
cuando k = -5y k # —5.

e Si k= —5 se tiene
11 =1o] .. ., 11 -1]0 . 10 =20
0 6 3|0 | === o1 Lijo| BB 101 1o
0 0 00 00 010 00 010

El sistema de ecuaciones homogéneo asociado a esta matriz es:

—3, =
r—5z =
1
Yy+szz =
Luego, el conjunto de soluciones es:

3 1
S = y .x—iz—O,y-i-ﬁz—O




Geométricamente, S describe una recta en el espacio que pasa por el origen cuyo vector
3
5 3
director es f% , 0 cualquier vector paralelo a este, como por ejemplod = | —1
1 2

3
Figure 4: Recta L que pasa por el origen con directord = | —1
2

e Cuando k # —5 se tiene que el rango de la matriz de coeficientes del sistema es igual al
nimero de incégnitas. En tal caso, el conjunto solucién es:

0
S = 0
0

Lo que geométricamente representa el origen del espacio R3.

Pregunta 3.
Considere el siguiente sistema de ecuaciones no homogéneo
1 —2wa t a3 —3T4 =

2x1 4+ 2x3 — 214

3%3 — 6(E4 = .
T3 — 23?4 = 10

a) Demostrar, usando el rango de matrices, que el sistema es inconsistente.

b) Para que el sistema si tenga solucién, jpor cudl ntmero se debe reemplazar el 10 en la cuarta
ecuacién?.

¢) Para el sistema corregido en b), este, jtiene solucién unica o infinitas soluciones? Fundamente
su respuesta.



Solucién

a)

b)

Se escalona la matriz aumentada del sistema:

1 -2 1 -3|6 1 -2 1 -3|6 1 -2 1 -3]| 6 1 -2 1 -3
2 0 2 -2]4 Fa: 5 Fa 1 0 1 —-1|2 b o Fy 0 2 0 2|4 'y Fy—Fy 0 2 0 2
0 0 3 —-61]9 Fa: 1Ry 0 0 1 -2]3 0 0 1 -2]3 0 0 1 =2
0 0 1 =210 0 0 1 -2]10 0 0 1 -2]10 0 0 0 O

Notar que r(A) = 3, mientras que r(A|B) = 4. Como r(A) # r(A|B), entonces el sistema es
inconsistente.

Si en la matriz aumentada del sistema

1 -2 1 =-3|6
2 0 2 —-2|4
0 0 3 —-61]9
0 0 1 —-2|10
se reemplaza el 10 por un 3, se obtiene
1 -2 1 =316
2 0 2 -—-2|4
0 0 3 —619
0o 0 1 —-23

La fila 4 (Fy) es un multiplo de la fila 3 (F3): Fy = £F3. Por lo tanto, al hacer el escalonamiento,
F, se transformaré en una fila con solo ceros. En efecto:

1 -2 1 -3]6 1 -2 1 -3]6
2 0 2 -2|4 0 2 0 2 |-4
0 0 3 —619 ~ 0 0 1 -2/ 3
0 0 1 —2|3 0 0 0 010

Se observa que r(A) = r(A|B) lo que implica que el sistema es consistente.

Como r(A) = r(A|B) = 3 < 4 (ntmero de incégnitas) entonces el sistema tiene infinitas solu-
ciones.



