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Un punto u = (a,b) € R? determina un vector O? en el plano; O es el origen y P
tiene coordenadas (a,b). Es costumbre escribir P(a,b) para referirse a que P posee
coordenadas rectangulares (a,b). En este caso se dice que OP es el vector
posicién del punto P(a,b).

Felipe Fresno R. Algebra II



uah/ Facultad de Ingenieria
Universidad Alberto Hurtado

El conjunto de todos los puntos P(a,b) del plano corresponden a todos los
vectores cuyos origenes estan en O(0,0). Es usual representar dichos vectores
usando coordenadas. Por ejemplo, en la figura se tiene que :

T1=0B=[-3,2], Ta=0A=[22y T3=0C = [3,—3]

Dado un vector cualquiera del plano, digamos v = [vg, vy], las coordenadas vy y
vy son las componentes del vector. Es importante tener presente que el orden de
las componentes es importante. No es lo mismo el vector [vg,vy] que el [vy, vg].
Por lo que es comtn indicar que un vector es un par ordenado de nimeros reales.
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La magnitud , norma o valor absoluto del vector v = [vz, vy] se denota como
|v]] ¥ se define de la siguiente manera

— |2 2
HUH - Uz + vy
Ademids, un vector del plano posee una direccién, la que viene dada por:

0 =tan—1! (v—y)
Vg

Un vector que no se puede dibujar es el vector cero o nulo:
0 =0,0]

El conjunto de todos los vectores con dos componentes se denota R?, por ejemplo

1
[1,-2], |:5, 7:| ,[v/3, €], [1.5, 7] son vectores de R2.

Felipe Fresno R. Algebra II



uah/ Facultad de Ingenieria
Universidad Alberto Hurtado

Considere el siguiente esquema

El vector [3,2] puede interpretarse como sigue: a partir del origen O(0, 0)
trasladarse 3 unidades a la derecha y luego 2 hacia arriba. El mismo
desplazamiento puede aplicarse con los otros dos puntos iniciales C' y A,

obteniendo los vectores AB y @

Dos vectores son iguales si y sélo si tienen misma longitud y misma direccién.
Por lo que los tres vectores de la figura son iguales, atin cuando tengan diferentes

puntos iniciales y terminales.
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Si A(a1,a2) y B(b1,b2) son dos puntos del plano, entonces el vector ﬁ se obtiene
del siguiente modo:

E = [b1 — a1,b2 — a2]
Asi, en la figura anterior se tiene que
AB=[6-33-1=1[3,2] y CD=[-1-(-4),1—(-1)] = [3,2]
Luego, E = C-f)
Otro ejemplo es el siguiente: v = zﬁ con A(0,0) y B(3,2) es igual al vector

W = @ con P(1,2) y Q(4,4). ya que ambos poseen misma longitud y misma
direccidn. jVerificar este hecho!
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Ademis, el vector dado por = [a, b] puede escribirse como:

¥ =[a,0] +[0,b] = ai + bj
donde 7 y J son los vectores unitarios i = [1,0] y § = [0, 1].
Se dice que el vector ¥ = [a,b] es combinacién lineal de los vectores i y 3\

Por ejemplo, ¥ = [—2,5] = —2[1,0] + 5[0, 1] = —2i + 5,
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Operaciones con vectores

Suma de vectores: Sean U = [vs,vy] ¥ ¥ = [ug, uy] entonces
T+d = e + uz, vy + uy)

Por ejemplo, si ¥ = [1,—4] y & = [—2,5] entonces
T+d = [1,-4]+[-2,5]
= [1+(_2)7_4+5]
[_11 1]

Geométricamente, el vector suma de dos vectores es la diagonal del
paralelégramo que se forma con ambos vectores.

Yy
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Diferencia de vectores: Sean U = [vy,vy] y ¥ = [uz, uy] entonces

T — U = [z + (—uz), vy + (—uy))]

1
Por ejemplo, si v = {7,2] y U =

4

T
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Ponderacién por escalar: Sean v = [Vz, vy] un vector y k € R un
escalar, entonces
kU =k-[ve,vy] = [k- ve, k - vy)]
Por ejemplo, si ¥ = [3,2] entonces 2- ¥ =2-[3,2] = [6,4] y
1 1 3 Lo . -
3 v = 5 [3,2] = 5 —1| . Geométricamente se tiene le siguiente

representacién:
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Vectores en R3

El espacio tridimensional R3 corresponde al conjunto de todos los trios ordenados
de la forma (z,y, z) donde z,y y z son las componentes reales del punto en
cuestion.

Tanto los puntos del espacio como los vectores se ubican usando tres ejes
coordenados mutuamente perpendiculares que convergen en un punto comun
denominado origen O(0,0, 0).

En la figura se observa el vector @ = OA4 — [1,2,3]
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Operaciones con vectores en R3
Las operaciones suma , diferencia y ponderacién por escalar se realizan de manera

andloga a R2. Es decir, si @ = [ug, uy,uz] y v = [vz, vy, v:] son vectores en R3 y
k es un escalar, entonces:

7+7:[u¢+vx,uy+vy,uz+uz}
ﬁ—ﬁz[um—vz,uy—vy,uz—uz}
k- =1k ux,k-uy, k- us)

Ejercicios

Si ¥ = [4,2,1] y = [—2,5, 3], determine los vectores 2 - v, -1- 7,7+
y .

Encuentre el vector PQ si P(3,2,1) y Q(5,7,0).
Determine el punto final del vector 1@ =4+ 8/]'\7 % si A(-3,10,2).
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Vectores en R"™

R"™ se define como el conjunto de todas las n - tuplas ordenadas de niimeros reales
con n € N escritos como vectores fila o columna. Es decir, si ¥ € R™ entonces:

7:[v1,v2,...,vi,...,vn}07:

donde v; corresponde a la ¢ - ésima componente o entrada del vector .
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La forma de sumar, restar vectores y la ponderacién por escalar es similar al caso
de R2 0 R3. Se suma y resta componente a componente y la ponderacién por
escalar amplifica cada entrada del vector en un factor k con k un niimero real.

V1 ui v1 Eug

V2 u2 vo £ uo
Siv=|" y7: * |, entonces: TEU = )

V; U; v; £ ug

Un Un, Up, £ Un
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Propiedades algebraicas de los vectores en R™

Sean 7, v y W vectores en R™ y k1, k2 constantes reales.

U+v ="+
(T+N+B ="+ (V+ )
T+0=1

T4 (-d)=10

ki (d+V)=k -4 +k -0
@B (ki+k)W =k1 W +ko- W
(k1 - ko)W = k1 - (ko)
B:7=7
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Vector unitario
Se llama vector unitario al vector cuyo valor absoluto o norma es igual a la

unidad. Ejemplos cldsicos de vectores unitarios son los vectores canénicos de R3:
i,j vy k, en efecto:

il = 1[1,0,0]| = VIZ+ 02+ 0% = 1, [[j|| = [I[0,1,0]| = VO? + 12+ 0% =1y
[Ell = 110,0, 1} = v0* +0° +1° =1

Verificar que los siguientes vectores son unitarios

5 _2/2.\ 1~
o[ B 7=t
NG 2 . 5
|- {2 2] B V=5
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3
Ejemplo: Determine los valores de m € R para que el vector @ = [Z, 2m} sea

unitario.

12| =1

/‘\
~—
(V]
+
™
2
[V
Il
—

[
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Normalizacion de un vector

Se llama normalizar un vector o al procedimiento de conseguir otro vector u con
la misma direccién y sentido que el vector original pero de magnitud, médulo,
norma o valor absoluto igual a la unidad. Para esto basta multiplicar el

1
vector dado por el factor k = W El vector resultante serd unitario.
u
. - 3 4
Sea W = [3,4], su norma es igual a |ju|| = 5, por lo tanto el vector & = =gl e
unitario.
Ejercicio:
. 1~ 3+
Normalice el vector ¥ = Sl

Si W= [3,5,1] y v = [6, —2, 2], normalice el vector
W =2" -3
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Producto punto

Sean U = [u1,us,...,un] y U = [v1,v2,...,vn] vectores de R™. Se llama
producto punto entre los vectores ° y al escalar que se obtiene de la siguiente
forma

U o =ujvr +ugvg 4 -+ upvp
Por ejemplo, si @ = [1,-4,2] y v = [2,1, —3] entonces:

T e = (1)(2) + (—4)(1) + (2)(=3) = -8
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El producto punto o producto escalar nos permite calcular:

Longitud o norma de los vectores:
1T = VT o7 = /o +08 +...02
Distancia entre vectores: d(7, W) = || ¥ — ||

El dngulo méas pequeinio entre dos vectores:

0 = cos~! (%)
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Tener presente que:

Dos vectores @ y o son paralelos si estan contenidos en la misma recta que
pasa por el origen. Luego, si k74 y o son paralelos entonces existe k € R tal
que U =k-

Dos vectores se dicen ortogonales o perpendiculares si y sélo si su producto
punto es cero, es decir:
ULV deW =0« 0=090°

a) Obtenga el 4ngulo entre W y ¥ si es que @ = [3,0,0] y ¥ = [5,5,0]
b) Calcule el valor de k de modo que el angulo entre @ = [1,k,1] y
T =[1,1,0] sea g radianes.

c) Probar que @ = [—y,z] y ¥ = [y, —x] son perpendiculares con el vector
= [z,y]
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Hallar el valor de m € R para que los vectores
U =(m5)y ¥ =4—(1-m)j
sean ortogonales.

Lo =0
(m)(4) + (B3)(=(1—m)) =0
dm —54+5m =0

5

m= -

9

LY

r1ue

Por lo que U es perpendicular con o si y sélo si m = =5
Ejercicios

Determine todos los valores reales de k de modo que los vectores
U =[k2,2,k] y @ = [k, 3, —7] sean ortogonales. Ayuda:
k3 —Tk+6=(k—1)(k®+k—6).

;Para qué valores del ntimero real k los vectores = k,1,2,k] y
v = [4,3k, k + 10, k] son ortogonales?
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Propiedades de la norma de un vector

Es posible demostrar las siguiente propiedades relativa a la norma de vectores en

R™.
|7l > 0 para todo ¥. la- T = |al| 7], Vo € R.
_>
[V[|=0e=7=70. 1%+ <7+ 12|l

No es dificil demostrar las primeras tres afirmaciones. La demostracién de la
ultima, es consecuencia de otro teorema conocido como la Desigualdad de
Cauchy-Schwartz:

|7 e | < ||V
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Propiedades del producto punto

Sea W , v y W vectores de R™ y k € R entonces:
(T+N+B ="+ (VT + W)
TeTW="eW
(k7)o U =Ue(kV)=k(Te)

Dol =|T|?>0y Woed =07 =10

Ejercicio: Dados los vectores o = [3,2,—1], v = (—1,5,2] y W =61 — 3;+ 75,
calcular (7 + U)o .
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Proyecciones

— .z
Sean U y o vectores de R™ y w # 0, entonces la proyeccién del vector o sobre
el vector  es el vector proy— (¥) definido por

proy- (V) = (%) o

Geométricamente se tiene la siguiente representacion

Donde J = proy7(7) .
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Ejercicio: Sean ¥ = [1,v/2,v3,0] y ¥ = [4,—/2,0, —5] vectores de R%.
Encuente la proyeccién de sobre el vector

Solucién:
proya(?) = (2223

_ [1,v/2,v/3,0] @ [4,—/2,0, —5]

- ([1ff0]-[1ff0]>[1’\/§’\/§’ol
2

= (6) [1,v2,V3,0]

_ {1,27@0}
37373
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Ejercicio: Obtener el valor de |7 + ¥ sabiendo que ||| =2, |7 = V3, y
que Lo =1.
Solucién: Recordar que si W es un vector de R™ entonces se tiene que:

BN = VT e @ = |[FI2=F e

Luego,

|7 + 2 (7 + 7)o (U +7)
7-7-{-7074—7.74—7.7
707—1—27074—707

= |ZI*P+27 oW + 7>

— 22492.143
- 9

Por lo que | @ + 7| = v9 = 3.
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Rectas

Recordar que si kT4 y o son dos vectores de R™, estos son paralelos si y sélo si
existe t € R tal que % =t- . Teniendo presente este hecho, serd posble describir
rectas en el plano y en el espacio. Tales como la recta L que se muestra a
continuacién:
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Una recta en el espacio se determina mediante un punto fijo Ps(Zo, Yo, 20) ¥y un
vector fijo ¥ = [a, b, ¢] llamado vector director de la recta. Un punto P(z,v, z)
estd en la recta que pasa por el punto P, y que tiene vector director T osic

BP|| ¥ < PP=t 7, algin teR

= [*—Z0,Y—Yo,2— 20| =1-[a,b,(]

Esta ultima igualdad se satisface si y sélo si

r = xo+at
= yo+bt (¥
z = ZzZo+tct

Las ecuaciones (*) son las ecuaciones paramétricas de la recta L. Reciben tal
nombre ya que dependen del pardmetro real ¢.
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Por otro lado, en la figura anterior, si denotamos por r y 7, a los vectores posicién
de los puntos P y P, respectivamente, entonces se tiene que:

PP=T7 -7,
Pero Poﬁ =t -, luego reemplazando en la ecuacién anterior se obtiene:
V=T -7 =t-U+7r; ®

® se conoce como ecuacion vectorial de la recta .L
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Si el vector director U es distinto al vector nulo, entonces al despejar el parametro
t en las ecuaciones paramétricas de la recta, se obtiene:

T—%o _Y—Yo Z— Zo
a b c

Estas ecuaciones son conocidas como ecuaciones simétricas o continuas de la
recta L.
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Ejemplo: Encuentre las distintas formas de expresar la recta L que pasa por el
punto A(—1,1,3) y cuyo vector director es ¥ = [3,—2,1] y determine dos puntos
que pertenezcan a la recta encontrada.

Solucién:

Ecuacion vectorial:

L:7 =7+t ¥ = L:[z,y2=[-113+¢t-[3,-2,1]

Ecuacion paramétrica: De la ecuacién vectorial se obtiene:

= —143t
L:y = 1-2t
z = 34t
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Ecuacion simétrica o continua: Despejando el pardmetro ¢ obtenemos las

ecuaciones paramétricas:
r+1 y—1 z—3

L:

3 -2 1

Finalmente, para determinar dos puntos que pertenezcan a la recta L, basta
asignar valores reales al pardmetro ¢ en las ecuaciones paramétricas. Sit =1
se obtiene el punto A(2,—1,4) y si t = 2 se obtiene el punto B(5,—3,5).
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Ejemplo: Determinar ecuaciones simétricas y paramétricas de la recta que pasa
por los puntos A(—4,1,3) y B(—1,5,2).

Solucién: Si conocemos los puntos A y B de la recta, entonces el vector director
serd

v = AB

[-1—-(—4),5-1,2-3]
= [3,4,-1]

Luego, si escogemos como el punto A aquel que estd sobre la recta cuya ecuacién
es la buscada, se tiene que:

L:[z,y,2]=[-4,1,3] +t-[3,4,—1] (ecuacion vectorial)
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A partir de la ecuacién vectorial se obtienen las ecuaciones paramétricas:

r = —4+3t
= 144t
z = 33—t

Finalmente, al despejar el parametro ¢t de cada una de estas ecuaciones, se
obtienen las ecuaciones simétricas o continuas:
x+4 y—1 z—3

3 4 -1

L:
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Determine si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa.
“Las rectas L1 y L2 son perpendiculares, donde

r—2 y+1 =z-1

Lq:
i, _3 a

Ly:x=2—-3t,y=14+2t,z =1+ 3t”

Solucidén: Dos rectas son perpendiculares si el dngulo entre sus vectores

directores es 90°. Si di y d2 son los vectores directores de L1 y L2
respectivamente, entonces:

Ly LLy<e=dy Ldy<dyeds=0
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De las ecuaciones de ambas rectas es posible determinar el vector director de cada
. - .
una, en el primer caso este corresponde al vector di = [2, —3, 4] mientras que en la

segunda es el vector 672) = [-3,2,3]. Luego:
d_1>.d_2> = [27_374] b [_3727 3}
= )+ (=3)(2)+BB)
= —6-6+12
0

- =
Como di e d2 = 0 entonces los vectores directores son perpendiculares y por lo
tanto las rectas L1 y L2 también lo son. Luego, la afirmacién es verdadera.
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Ejemplo: Determine la interseccién de las rectas L1 de ecuaciones
z=1+4+t,y=2t,z=1+ 3ty Lz de ecuaciones z =3s,y =2sy z =2+ s.
Solucion: Igualando componente a componente se obtiene que

1+t = 3s (1)
2t = 2s (2)
143t = 245 (3)

De la ecuacién (2) se obtiene que t = s, reemplazando este valor de s en la

1
ecuacién (1) y despejando la variable ¢ se obtiene que ¢ = s = —. Finalmente se
debe verificar si para este valor de t y s la ecuacién (3) se satisface. Esto si ocurre

3 5
jverificarlo!. Por lo que L1 N Ly = {(5, 1, 5) } .
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Planos

La ecuacién de una recta en el espacio se obtiene especificando un punto sobre la
recta y un vector paralelo a ella llamado vector director. Se pueden derivar
ecuaciones de un plano en el espacio especificando un punto en el plano y un
vector ortogonal a todos los vectores en el plano. Tal vector se denomina vector
normal al plano y se denota como .

Definicion: Sea P(Zo, Yo, Zo) un punto en el espacio y 7 un vector normal no

nulo, entonces el conjunto de todos los puntos Q(z,y, z) para los que @ e =0
constituye un plano en R3.

Notacion: Por lo general, un plano se denota por el simbolo 7 o P.
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Sea P(xo, Yo, Z0) un punto fijo del plano con vector normal o= [A,B,C]. Si
Q(z,y, z) es otro punto en el plano, entonces I@ =[z — Zo,Y — Yo, 2 — Zo0|. Ahora
bien, como P(Q es perpendicular con el vector normal T se tiene que PQ e o =0.
Pero esto implica que

A = o) + By — yo) + C(z — 20) = 0
La ecuacién anterior puede escribirse como

Az + By + Cz — (axo + byo + cz0) =0
Y dado que la expresién encerrada entre paréntesis es constante, puede ser
reemplazada por el término constante —D, resultando la ecuacion general,

cartesiana o implicita del plano :

m:Ar+By+Cz+D =0
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Dos planos en el espacio o son paralelos o se insertectan en una recta. Si w1 y 72
son planos con vectores normales ﬁl y ﬁg respectivamente, entonces:

w‘l\nm:»mu 2
W /
\
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Si los planos se intersectan, el dngulo entre ellos es tal que

cos (0) = 1 e 7
EAREA

Mientras que, lo planos 71 y mg seran perpendiculares si y sélo

si

ﬁl 07220.

DA
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Determine el punto en el cudl la recta

r—2 y+3 =z—-4
12 2

L:t=

JtER

intersecta al plano 7 : x + 2y + 2z = 22.

Solucion:

La ecuacién simétrica o continua de la recta se escribe en su forma paramétrica:
r=t+2,y=2t—3yz=2t+4conteR.

Sea P(zo, Yo, 20) €l punto buscado. Luego P debe satisfacer la ecuacién de la recta
y ademads la ecuacién del plano, es decir, para cierto t, € R ocurre que

To =to+2,Y0 = 2to — 3,20 = 2to +4 (*)

To + 2o + 2xo = 22 (%*)
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Reemplazando (%) en (xx) se obtiene:

to+2+2(2to —3)+2(2to +4) =22 <= t, =2
Reemplazando t, = 2 en (%) se obtiene el punto buscado

P(20,Y0,20) = (4,1,8).

«0O)>» «F»

it
a

it

v

DA
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-3 -1 2
SeanP:Saz—Sy—l—?z—?:OyL:w I :yl :ZZ . Determine el punto
de interseccién entre el plano P y la recta L.

Solucion: Las ecuaciones paramétricas de L se obtienen igualando las expresiones
de la ecuacién simétrica a un parametro k.
x—3 y—1 z4+2

= = =kkeR
-1 1 4

Despejando x, y y z se obtiene: t =3 —k,y=14+ky z=—2+4k con k € R.
Reemplazando estos valores en la ecuacién del plano P se obtiene:
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33—k)—5(1+k)+2(—244k) -7 =
9—3k—5—bk—4—8k—T
9—3k—5—5k—4—8k

0

Il
N N o o

Lo que es una contradiccién y significa que no existe valor de k € R que permita
obtener un punto comuin a L y P. Por lo que concluimos que L || P y la
interseccion es vacia.
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Determine la ecuacién vectorial del plano 7 que pasa por los puntos
A(10,—1,0), B(15,0,—1) y C(12, -1, —1).

Solucion: Sean ﬁ y ﬁ los vectores directores del plano buscado. Luego,
zﬁ =1051,-1]y R =[2,0,—1]. Asi, la ecuacién vectorial del plano viene dada
por:

m: (z,y,2) = (10,-1,0) + a(5,1,—1) + B(2,0,—-1),a, 8 € R.
Observacion: Se podria haber elegido el punto B o C' para formar la ecuacién
vectorial del plano. No importa cudl punto usar, ya que el requisito es que tal
punto pertenezca al plano buscado.

Ejercicio: Comprobar que la ecuacién cartesiana del plano anterior es igual a

m:ixr—3y+2z=13.
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Encuentre la ecuacion vectorial de la recta que se genera al intersectar los planos
Pr:3x+2y+2=9y P2:2x+3y+4z=16
Solucion: Se resuelve el sistema de ecuaciones

3z +2y=—2+4+9 —6x — 4y =22 — 18 )
2x + 3y = —4z + 16 6xr + 9y = —12z + 48

La clave es dejar expresadas dos de las incégnitas en funcién de la 3"*. Sumando
ambas ecuaciones de (x) se obtiene 5y = —10z + 30 <= y = —2z + 6.
Reemplazando este valor de y en la 1™ ecuacién del sistema original , se obtiene
que r =z — 1.
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Finalmente, sea z = ¢, por lo tanto la ecuacién paramétrica de la recta L buscada

es:
r=t—1
L: y=—-2t+6
z=1

Mientras que la ecuacién vectorial viene dada por

L:(z,y,z)=(-1,6,1)+t-(1,-2,1),t € R
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